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Misalkan 𝑅 adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan dan 𝐽(𝑅) adalah irisan 
dari semua ideal maksimal dari 𝑅. Graf Jacobson dari 𝑅, dinotasikan dengan ℑ𝑅, 
adalah graf dengan himpunan titik 𝑅\𝐽(𝑅) sedemikian hingga dua titik berbeda 𝑥 
dan 𝑦 terhubung langsung jika dan hanya jika 1 − 𝑥𝑦 bukan anggota himpunan unit 
di 𝑅. Indeks konektivitas eksentrik Ediz pada suatu graf terhubung sederhana 𝐺 
didefinisikan sebagai 𝜉𝑎𝑑(𝐺) = ∑
𝑆(𝑣)
𝑒(𝑣)𝑣∈𝑉
, di mana 𝑆(𝑣) adalah jumlah derajat 
semua titik yang terhubung langsung dengan titik 𝑣 di 𝐺 dan 𝑒(𝑣) adalah 
eksentrisitas dari titik 𝑣 di 𝐺. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan rumus 
umum indeks konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson dari ring bilangan 
bulat modulo 2𝑝, dengan 𝑝 ≥ 3, 𝑝 prima. Penelitian ini diawali dengan membangun 
graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝, kemudian menghitung indeks 
konektivitas eksentrik Ediz dari setiap graf dan merumuskan dugaan tentang indeks 
konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝, 
dan yang terakhir yaitu membuktikan dugaan yang diperoleh. Hasil penelitian ini 
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Let 𝑅 be a commutative ring with unity and 𝐽(𝑅) is the intersection of all maximal 
ideal of 𝑅. The Jacobson graph of 𝑅, denoted by ℑ𝑅, is defined as a graph with 
vertex set 𝑅\𝐽(𝑅) such that two distinct vertices 𝑥 and 𝑦 are adjacent if and only if 
1 − 𝑥𝑦 is not an element of the unit set in 𝑅. The Ediz eccentric connectivity index 
of a simple connected graph 𝐺 is defined as 𝜉𝑎𝑑(𝐺) = ∑
𝑆(𝑣)
𝑒(𝑣)𝑣∈𝑉
, where 𝑆(𝑣) is the 
sum of degrees of all vertices adjacent to the vertex 𝑣 in 𝐺 and 𝑒(𝑣) is the 
eccentricity of vertex 𝑣 in 𝐺. This study aims to determine the general formula of 
the Ediz eccentric connectivity index of the Jacobson graph of the ring of integers 
modulo 2𝑝 with 𝑝 ≥ 3, 𝑝 is prime. The first step of this study is to construct a 
Jacobson graph of the ring of integers modulo 2𝑝, then calculates the Ediz eccentric 
connectivity index of each graph and formulates the conjectures about the Ediz 
eccentric connectivity index of the Jacobson graph of the ring of integers modulo 











 حلقةجاكوبسون من  املخططعلى  Edizمئّشر الرّبط االحنراف . ٢۰۲۱فاز سلمي.  ،كاملة
 ، كلية العلوم والتكنولوكيا  ،الرايضيات. البحث اجلامعي. شعبة  𝟐𝒑moduloأعداد صحيحة 
 ري ( حممد انفع جوه ۱االنج. املشرف: )مب احلكومية جامعة موالان مالك إبراهيم اإلسالمية
 ( دوي إمسرييت املاجستري. ٢املشرفة: ) ،املاجستري
 
مئّشر الرّبط االحنراف  ، 2𝑝moduloأعداد صحيحة  حلقة ،جاكوبسون  خمطط  :ةالكلمات الرئسي
Ediz. 
 
و    𝑅  ليكن الوحدة  مع  تبادلية  ل    (𝐽(𝑅حلقة  القصوى  املثالية  تقاطع كل  يعّرف  𝑅هو   خمطط . 
و  𝑥متميزتني  رأسان و (𝑅\𝐽(𝑅 رؤوس به جمموعة  خمطط على أنه  ،ℑ𝑅يرمز إليه  ،𝑅جاكوبسون ل 
𝑦  1جماورتني إذا وفقط إذا − 𝑥𝑦  عنصرا من الوحدة احملددة يف اليكون𝑅 مئّشر الرّبط االحنراف .
Ediz  متصل بسط  خمطط من𝐺  يعرف أبنه𝜉𝑎𝑑(𝐺) = ∑ 𝑆(𝑣)
𝑒(𝑣)𝑣∈𝑉
هو جمموع درجات  (𝑆(𝑣حيث  ،
. هتدف هذه الدراسة إىل إجياد 𝐺يف  𝑣 رأسهو احنراف  (𝑒(𝑣و  𝐺يف  𝑣 لرأساجملاورة  رؤوسمجع 
االحنراف   الرّبط  ملؤشر  العمة  من    خمطط على    Edizالصيغة  صحيحة   حلقةجاكوبسون  أعداد 
2𝑝modulo   مع𝑝  ،عدد أويل 𝑝 ≥ جاكوبسون  خمطط . اخلطوة األوىل من هذه الدراسة هو بناء 3
وصياغة  خمططكل   Ediz. مث حساب املؤشر الرّبط االحنراف  2𝑝moduloأعداد صحيحة  حلقةمن 
املؤشّ  حول  االحنراف  ختمني  الرّبط  من    خمطط على    Edizر  صحيحة   حلقةجاكوبسون  أعداد 















1.1 Latar Belakang 
Selama dua dekade terakhir, penerapan teori graf mengalami kemajuan 
besar terutama dalam bidang kimia. Teori graf berkaitan dengan manipulasi struktur 
dan informasi struktural. Dengan bantuan metode matematika tersebut, struktur dan 
sifat dari molekul dapat diselidiki dengan menggunakan graf molekulnya. Dalam 
istilah teori graf, graf molekul merupakan representasi rumus struktur dari suatu 
senyawa kimia. Graf molekul atau graf kimia adalah model molekul dimana atom 
diwakili oleh titik dan ikatan kimia diwakili oleh sisi (Sharafdini & Safazadeh, 
2016). 
Allah SWT berfirman dalam QS. at-Taubah ayat 105, yang artinya: 
“Dan katakanlah, “Bekerjalah kamu, maka Allah dan Rasul-Nya serta orang-
orang mukmin akan melihat amal kamu itu, dan kamu akan dikembalikan kepada Yang 
Maha Mengetahui yang ghaib dan yang nyata, lalu diberitakan-Nya kepada kamu apa 
yang telah kamu kerjakan”.” 
Menurut Shihab (2002) dalam Tafsir Al-Misbah menafsirkan bahwa, “Dan 
katakanlah, Bekerjalah kamu” maksudnya, Allah memerintahkan manusia untuk 
bekerja semata-mata karena Allah dengan beragam amal shaleh dan bermanfaat, 
baik untuk diri sendiri maupun masyarakat umum. “Maka Allah akan melihat 
pekerjaanmu” maksudnya amal tadi akan dinilai dan diberi ganjaran oleh Allah. 
Selain itu, Rasul-Nya seta orang-orang mukmin juga akan melihat dan menilainya, 
kemudian mereka menyesuaikan perlakuannya sesuai dengan amal-amal tadi. “Dan 
kamu akan dikembalikan kepada (Allah) Yang Maha Mengetahui yang ghaib dan yang 




manusia akan diberitahu tentang sanksi dan ganjaran yang mereka dapat sesuai 
dengan apa yang telah diperbuat, baik yang nampak maupun yang disembunyikan 
dalam hati. 
Surah tersebut memerintahkan manusia untuk beramal shaleh, hal tersebut 
bisa dilakukan dengan berbuat, bekerja atau berusaha yang bermanfaat bagi diri 
sendiri maupun orang lain, seperti melakukan penelitian yang mungkin akan sangat 
bermanfaat untuk kehidupan selanjutnya. Dalam matematika terdapat salah satu 
cabang ilmu yaitu teori graf yang menarik untuk diteliti karena aplikasinya sangat 
luas baik dalam kehidupan sehari-hari maupun dalam berbagai bidang ilmu lain. 
Salah satu contoh terapan dari teori graf pada bidang kimia adalah, memprediksi 
aktivitas penghambat sitosol fosfolipase 𝐴2 dari propan-2-one yang biasanya 
digunakan untuk pengobatan penyakit peradangan saraf dan katabolisme tulang 
rawan. Kumar & Madan (2006) dalam penelitiannya menyatakan bahwa indeks 
konektivitas eksentrik jauh lebih akurat dalam memprediksi aktivitas penghambat 
sitosol fosfolipase 𝐴2 dari propan-2-one dibandingkan indeks Wiener dan 
parameter grup Zagreb. 
Menurut Budayasa (2007), graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan terurut 
dua himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) di mana 𝑉(𝐺) merupakan himpunan berhingga tak  
kosong dari objek-objek yang disebut titik dan 𝐸(𝐺) merupakan himpunan 
berhingga yang mungkin kosong yang elemen-elemennya disebut sisi sedemikian 
hingga setiap elemen di 𝐸(𝐺) merupakan pasangan tak terurut dari titik-titik di 
𝑉(𝐺). 
Salah satu topik menarik yang dapat dikaji pada teori graf adalah indeks 




riil yang terkait dengan graf yang diperoleh dengan aturan tertentu dan tidak 
merubah keisomorfisan graf. Indeks topologi dapat digunakan salah satunya dalam 
studi hubungan struktur-aktivitas kuantitatif (QSAR) atau hubungan struktur-
properti kuantitatif (QSPR) untuk memprediksi sifat fisiokimia dan bioaktivitas 
yang membantu dalam penemuan obat. 
Salah satu jenis dari indeks topologi adalah indeks konektivitas eksentrik. 
Indeks konektivitas eksentrik pada sebuah graf terhubung 𝐺 didefinisikan sebagai 
𝜉𝑐(𝐺) = ∑ deg(𝑣)𝑒(𝑣)𝑣∈𝑉(𝐺) , di mana deg(𝑣) adalah jumlah hasil kali derajat titik 
𝑣 dan 𝑒(𝑣) adalah eksentrisitas titik 𝑣 (Morgan, dkk, 2011). 
Selain itu, terdapat modifikasi dari indeks konektivitas eksentrik yaitu 
indeks keterhubungan langsung eksentrik atau dikenal sebagai indeks konektivitas 
eksentrik Ediz. Indeks konektivitas eksentrik Ediz yang diperkenalkan oleh 
Suleyman Ediz adalah indeks topologi suatu grafik molekul, yang didefinisikan 
sebagai jumlah hasil bagi dari jumlah derajat dari semua titik yang terhubung 
langsung dengan suatu titik di grafik molekul dengan eksentrisitas titik di grafik 
molekul. Misalkan 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) adalah graf terhubung sederhana. Indeks 




mana 𝑆(𝑣) adalah jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung dengan titik 
𝑣 dan 𝑒(𝑣) adalah eksentrisitas titik 𝑣 (Akhter & Farooq, 2020). 
Penelitian sebelumnya mengenai indeks konektivitas eksentrik telah diteliti 
oleh Morgan, dkk (2011) dengan judul on the eccentric connectivity index of a 
graph. Penelitian indeks konektivitas eksentrik Ediz telah diteliti oleh Ediz (2011) 
dengan judul on the Ediz eccentric connectivity index of a graph. Sedangkan indeks 




eksentrik augmented telah diteliti oleh Reddy, dkk (2020) dengan judul eccentric 
topological index of the zero divisor graph Γ[ℤ𝑛]. 
Seiring perkembangan zaman, graf mulai dikembangkan dari strukutur 
aljabar dengan dua operasi biner atau ring. Ring adalah himpunan tak kosong 
dengan dua operasi biner, penjumlahan (+) dan perkalian (∙),  yang memenuhi  
sifat grup abelian terhadap operasi penjumlahan, tertutup dan asosiatif terhadap 
operasi perkalian dan distributif operasi perkalian terhadap operasi penjumlahan. 
Suatu ring dikatakan ring komutatif jika operasi perkalian bersifat komutatif 
(Gilbert & Gilbert, 2015). 
Misalkan 𝑅 adalah suatu ring komutatif dengan unsur kesatuan dan 𝐽(𝑅) 
adalah irisan dari semua ideal maksimal dari 𝑅. Graf Jacobson dari 𝑅 yang 
dinotasikan  oleh  ℑ𝑅 didefinisikan sebagai graf dengan himpunan titik 𝑉(ℑ𝑅) =
𝑅\𝐽(𝑅) sedemikian hingga dua titik berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(ℑ𝑅) terhubung langsung jika 
dan hanya jika 1 − 𝑥𝑦 bukan himpunan unit di 𝑅 (Azimi, dkk, 2012). 
Penelitian terkait graf Jacobson salah satunya telah dilakukan oleh Azimi, 
Erfanian, & Farrokhi (2012) yaitu tentang sifat-sifat graf Jacobson pada ring 
komutatif. Penelitian lain dilakukan oleh Ghayour, dkk (2018) yaitu tentang 
beberapa hasil atau akibat dari graf Jacobson pada ring komutatif. Kemudian 
penelitian terbaru dilakukan oleh Novictor, dkk (2020) tentang karakteristik graf 
Jacobson yang dibangun dari ring ℤ𝟑𝒏 untuk 𝑛 > 1. 
Berdasarkan uraian tersebut, maka penulis meneliti indeks konektivitas 
eksentrik Ediz pada graf Jacobson yang dibangun dari ring komutatif dengan unsur 
kesatuan khususnya ring bilangan bulat modulo 2𝑝 dengan 𝑝 bilangan prima atau 




1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan uraian latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam 
penelitian ini adalah bagaimana rumus umum dari indeks konektivitas eksentrik 
Ediz pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝. 
 
1.3 Tujuan Penelitian 
Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan dalam penelitian ini 
adalah untuk menentukan rumus umum dari indeks konektivitas eksentrik Ediz 
pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝. 
 
1.4 Manfaat Penelitian 
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah: 
1. Menambah pengetahuan tentang teori graf khususnya indeks konektivitas 
eksentrik Ediz pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝. 
2. Penelitian ini bisa dipakai untuk bahan pengembangan dan rujukan 
pembelajaran tentang teori graf yang diaplikasikan pada struktur aljabar. 
3. Meningkatkan peran serta Fakultas Sains dan Teknologi, UIN Maulana Malik 
Ibrahim Malang dalam pengembangan pengetahuan keilmuan matematika. 
 
1.5 Batasan Masalah 
Berdasarkan rumusan masalah yang telah dipaparkan, maka penelitian ini 
dibatasi hanya pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝 atau dapat 





1.6 Metode Penelitian 
Metode yang digunakan dalam penelitian ini yaitu metode kajian pustaka. 
Penelitian ini dilakukan dengan mengkaji buku-buku ataupun jurnal yang 
berhubungan dengan topik bahasan. Adapun langkah-langkah yang digunakan 
dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 
1. Menentukan indeks konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson dari ring 
bilangan bulat modulo 2𝑝, 𝑝 ∈ {3,5,7,11} untuk memunculkan dugaan. 
2. Menentukan anggota dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝. 
3. Membuat tabel Cayley operasi perkalian dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝. 
4. Menentukan himpunan unit dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝. 
5. Menentukan ideal maksimal dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝. 
6. Menentukan Jacobson radical dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝. 
7. Menentukan himpunan titik pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 
2𝑝. 
8. Menentukan himpunan sisi pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 
2𝑝.  
9. Membangun dan menggambar representasi graf Jacobson dari ring bilangan 
bulat modulo 2𝑝. 
10. Menentukan derajat dan eksentrisitas untuk setiap titik pada graf Jacobson dari 
ring bilangan bulat modulo 2𝑝. 
11. Membangun lemma dan teorema rumus umum indeks konektivitas eksentrik 






1.7 Sistematika Penulisan 
Agar penulisan penelitian ini mudah dipahami dan terarah maka digunakan 
sistematika penulisan sebagai berikut: 
BAB I    Pendahuluan 
Bab ini membahas tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan 
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian dan 
sistematika penulisan dari penelitian ini. 
BAB II   Tinjauan Pustaka 
Bab ini membahas tentang teori-teori yang berkaitan dengan 
permasalahan yang diteliti seperti teori graf, indeks konektivitas eksentrik 
Ediz, graf Jacobson, ring bilangan bulat modulo 𝑛. 
BAB III  Pembahasan 
Bab ini membahas tentang langkah-langkah yang dikerjakan untuk 
memperoleh rumus umum indeks konektivitas eksentrik Ediz pada graf 
Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝 dengan cara mencari 
Jacobson radikal, menggambar graf, menghitung indeks konektivitas 
eksentrik Ediz dan membuat dugaan rumus umum beserta 
pembuktiannya. 
BAB IV  Penutup 
Bab ini membahas tentang kesimpulan dari hasil pembahasan dan saran 








Graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan terurut dua himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) 
di mana 𝑉(𝐺) merupakan himpunan berhingga tak kosong dari objek-objek yang 
disebut titik dan 𝐸(𝐺) merupakan himpunan berhingga yang mungkin kosong yang 
elemen-elemennya disebut sisi sedemikian hingga setiap elemen dalam 𝐸(𝐺)  
merupakan pasangan tak terurut dari titik-titik di 𝑉(𝐺). Misalkan 𝑢 dan 𝑣 adalah 
dua titik berbeda di 𝐺 dan sisi 𝑒 = {𝑢, 𝑣} (atau sering ditulis 𝑒 = 𝑢𝑣) di 𝐺, maka 
titik 𝑢 dan 𝑣 dikatakan terhubung langsung di 𝐺 atau sisi 𝑒 menguhubungkan titik 
𝑢 dan 𝑣 di 𝐺. Sedangkan sisi 𝑒 dikatakan terkait langsung dengan titik 𝑢 dan 𝑣, 
sehingga titik 𝑢 dan 𝑣 merupakan titik-titik akhir sisi 𝑒 atau disebut ujung dari sisi 
𝑒 (Budayasa, 2007). 
Suatu sisi pada graf yang menghubungkan suatu titik dengan dirinya sendiri 
disebut gelung. Jika terdapat lebih dari satu sisi yang menghubungkan dua titik 
berbeda pada suatu graf, maka sisi tersebut disebut sisi rangkap. Suatu graf yang 
tidak memiliki gelung dan tidak memiliki sisi rangkap disebut graf sederhana 
(Budayasa, 2007). 
 
2.2 Jalan, Jejak, Lintasan 
Misalkan 𝐺 adalah suatu graf. Suatu jalan di 𝐺 merupakan barisan berhingga 
tak kosong 𝑊 = (𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, 𝑣2, … , 𝑒𝑛, 𝑣𝑛) yang suku-sukunya bergantian titik 




𝑊 dan titik-titik 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−1 disebut titik internal 𝑊. Panjang jalan 𝑊 adalah 
banyaknya sisi dalam 𝑊. Suatu jalan 𝑊 disebut jejak jika semua sisi 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 
dalam jalan 𝑊 berbeda. Sedangkan suatu jalan 𝑊 disebut lintasan jika semua sisi 
𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 dan titik 𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 dalam jalan 𝑊 berbeda (Budayasa, 2007). 
 
2.3 Graf Terhubung 
Misalkan 𝐺 adalah graf dengan 𝑢 dan 𝑣 adalah dua titik berbeda di  𝐺.    Titik 
𝑢 dan 𝑣 dikatakan terhubung jika terdapat lintasan 𝑢 − 𝑣. Sedangkan suatu graf 𝐺 
dikatakan terhubung jika untuk setiap titik 𝑢 dan 𝑣 di 𝐺 tersebut terhubung. Dengan 
kata lain, suatu graf 𝐺 dikatakan terhubung jika untuk  setiap titik 𝑢 dan 𝑣 di 𝐺 
tersebut terdapat lintasan 𝑢 − 𝑣. Sebaliknya, suatu graf 𝐺 dikatakan tak terhubung 







Gambar 2.1 Graf Terhubung dan Tak Terhubung 
Graf 𝐺 pada Gambar 2.1 merupakan graf terhubung karena untuk setiap dua 
titik berbeda di 𝐺 tersebut terdapat lintasan. Sedangkan graf 𝐻 pada Gambar 2.1 
merupakan graf tak terhubung karena terdapat 𝑣1 dan 𝑣2, 𝑣2 dan 𝑣3 serta 𝑣2 dan 𝑣4 









2.4 Derajat Titik 
Misalkan 𝑣 adalah titik di graf 𝐺. Derajat dari titik 𝑣 merupakan banyaknya 
titik di 𝐺 yang terhubung langsung ke 𝑣 atau juga bisa dikatakan banyaknya sisi di 
𝐺 yang terkait langsung dengan 𝑣. Jadi, derajat dari titik 𝑣 adalah jumlah titik dalam 
persekitarannya 𝑁(𝑣). Derajat suatu titik 𝑣 di 𝐺 dinotasikan dengan 𝑑𝑒𝑔𝑣(𝑣) atau 
bisa disingkat deg⁡(𝑣). Oleh karena itu, deg(𝑣) = |𝑁(𝑣)|. Jika suatu titik 
berderajat 0 maka titik tersebut disebut titik terasing atau titik terisolasi. Sedangkan 
jika suatu titik berderajat 1 maka titik tersebut disebut titik ujung atau titik akhir. 
Suatu sisi dikatakan sebagai sisi anting-anting jika sisi tersebut terkait langsung 
dengan titik akhir. Derajat terbesar diantara semua titik di 𝐺 disebut derajat 
maksimum 𝐺, dinotasikan dengan ∆(𝐺). Sedangkan derajat terkecil di antara semua 
titik di 𝐺 disebut derajat minimum 𝐺, dinotasikan dengan 𝛿(𝐺) (Chartrand, dkk, 
2016). 
Berdasarkan Gambar 2.1, maka dapat diperoleh 𝑁(𝑣1) = {𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}, 
𝑁(𝑣2) = {𝑣1, 𝑣3}, 𝑁(𝑣3) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣4} dan 𝑁(𝑣4) = {𝑣1, 𝑣3}. Dengan demikian 
derajat pada masing-masing titik di graf 𝐺 yaitu deg(𝑣1) = 3, deg(𝑣2) = 2, 
deg(𝑣3) = 3 dan deg(𝑣4) = 2. Sehingga diperoleh ∆(𝐺) = 3 dan 𝛿(𝐺) = 2. 















2.5 Eksentrisitas Titik 
Jarak titik 𝑢 ke titik 𝑣 yang dinotasikan dengan 𝑑(𝑢, 𝑣), merupakan panjang 
lintasan terpendek dari suatu titik 𝑢 ke titik 𝑣 di 𝐺. Jika dari titik 𝑢 ke titik 𝑣 di 𝐺 
tidak terdapat lintasan atau bisa dikatakan graf tersebut merupakan graf tak 
terhubung maka 𝑑(𝑢, 𝑣) = ∞. Sedangkan eksentrisitas dari titik 𝑢 di 𝐺 yang 
dinotasikan dengan 𝑒(𝑢) merupakan jarak maksimal dari titik 𝑢 ke titik-titik lain di 
𝐺. Sehingga, 𝑒(𝑢) = max⁡{𝑑(𝑢, 𝑣)|𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)} (Kusmayadi & Sudibyo, 2011). 
Eksentrisitas titik di graf 𝐺 pada Gambar 2.1 dijabarkan sebagai berikut. 
𝑒(𝑣1) = max{𝑑(𝑣1, 𝑣2), 𝑑(𝑣1, 𝑣3), 𝑑(𝑣1, 𝑣4)} = max{1,1,1} = 1  
𝑒(𝑣2) = max{𝑑(𝑣2, 𝑣1), 𝑑(𝑣2, 𝑣3), 𝑑(𝑣2, 𝑣4)} = max{1,1,2} = 2  
𝑒(𝑣3) = max{𝑑(𝑣3, 𝑣1), 𝑑(𝑣3, 𝑣2), 𝑑(𝑣3, 𝑣4)} = max{1,1,1} = 1  
𝑒(𝑣4) = max{𝑑(𝑣4, 𝑣1), 𝑑(𝑣4, 𝑣2), 𝑑(𝑣4, 𝑣3)} = max{1,2,1} = 2  

















Misalkan 𝑅 adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner, 
penjumlahan (+) dan perkalian (∙), 𝑅 dikatakan sebagai ring jika memenuhi 
kondisi berikut. 
1. Tertutup terhadap operasi penjumlahan: 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑅. 
2. Asosiatif terhadap operasi penjumlahan: 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧. 
3. Memiliki unsur identitas terhadap operasi penjumlahan: 
Terdapat 0 ∈ 𝑅 sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥 + 0 = 0 + 𝑥 = 𝑥. 
4. Memuat unsur balikan atau invers terhadap operasi penjumlahan: 
Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅, terdapat −𝑥 ∈ 𝑅 sedemikian hingga 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) +
𝑥 = 0. 
5. Komutatif terhadap operasi penjumlahan: 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥. 
6. Tertutup terhadap operasi perkalian: 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥 ∙ 𝑦 ∈ 𝑅. 
7. Asosiatif terhadap operasi perkalian: 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥 ∙ (𝑦 ∙ 𝑧) = (𝑥 ∙ 𝑦) ∙ 𝑧. 
8. Distributif operasi perkalian terhadap operasi penjumlahan: 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥 ∙ (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 ∙ 𝑦 + 𝑥 ∙ 𝑧 dan (𝑥 + 𝑦) ∙ 𝑧 =
𝑥 ∙ 𝑧 + 𝑦 ∙ 𝑧. 
Jadi, ring adalah suatu grup abelian terhadap operasi penjumlahan, tertutup 




operasi penjumlahan (Gilbert & Gilbert, 2015). 
 
2.7 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan 
Ring 𝑅 dikatakan sebagai ring komutatif jika 𝑅 komutatif terhadap operasi 
perkalian, yaitu untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅 dan 𝑦 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑦 ∙ 𝑥. Sedangkan 𝑅 
dikatakan sebagai ring dengan unsur kesatuan jika 𝑅 memuat unsur kesatuan atau 
identitas terhadap operasi perkalian, yaitu terdapat  1 ∈ 𝑅 sehingga untuk setiap 
𝑥 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥 ∙ 1 = 1 ∙ 𝑥 = 𝑥 dan 1 adalah unsur kesatuan atau identitas operasi 
perkalian. Sehingga dapat dikatakan bahwa 𝑅 adalah ring komutatif dengan unsur 
kesatuan jika 𝑅 komutatif terhadap operasi perkalian dan memiliki unsur kesatuan 
(Gilbert & Gilbert, 2015). 
Menurut (Gilbert & Gilbert, 2009), misalkan 𝑅 adalah ring dengan unsur 
kesatuan 1 dan 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑦 dikatakan invers perkalian dari 𝑥 jika 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑦 ∙ 𝑥 = 1 dan 
𝑥 disebut unit di 𝑅. Himpunan anggota unit di 𝑅 dinotasikan dengan 𝑈(𝑅). 
Kemudian misalkan 𝐹 adalah ring dengan unsur kesatuan 1 dan setiap elemen tak 
nol di 𝐹 mempunyai invers perkalian, maka 𝐹 disebut sebagai lapangan. 
 
2.8 Kongruensi Modulo 𝒏 
Definisi 2.1 
Menurut Gilbert & Gilbert (2009), misalkan 𝑛 ∈ ℤ+, 𝑛 > 1. Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, 𝑥 
dikatakan kongruen dengan 𝑦 modulo 𝑛 jika dan hanya jika 𝑥 − 𝑦 adalah kelipatan 






Teorema 2.1  
Kongruensi linier 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod𝑛) dapat diselesaikan jika dan hanya jika 
FPB(𝑎, 𝑛) = 𝑑 membagi 𝑏 atau ditulis 𝑑|𝑏. Jika 𝑑|𝑏 maka kongruensi linier 
tersebut memiliki 𝑑 selesaian. Jika 𝑎⁡dan⁡𝑛 relatif prima atau 𝑑 = 1 maka 
kongruensi linier tersebut memliki satu selesaian (Irawan, dkk, 2014). 
 
Teorema 2.2 
Relasi kongruensi modulo 𝑛 adalah relasi ekivalen pada ℤ. 
Bukti: 
Misal 𝑛 > 1 dan 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ. 
1. Reflektif: 𝑥 ≡ 𝑥(mod𝑛) karena 𝑥 − 𝑥 = (𝑛)(0). 
2. Simetris: 𝑥 ≡ 𝑦(mod𝑛) ⁡⇒ ⁡𝑥 − 𝑦 = 𝑛𝑞 untuk 𝑞 ∈ ℤ 
⇒ ⁡𝑦 − 𝑥 = 𝑛(−𝑞) dan −𝑞 ∈ ℤ 
⇒ ⁡𝑦 ≡ 𝑥(mod𝑛)  
3. Transitif: 𝑥 ≡ 𝑦(mod𝑛) dan 𝑦 ≡ 𝑧(mod𝑛) 
⇒ ⁡𝑥 − 𝑦 = 𝑛𝑞 dan 𝑦 − 𝑧 = 𝑛𝑘 dan 𝑞, 𝑘 ∈ ℤ 
⇒ ⁡𝑥 − 𝑧 = 𝑥 − 𝑦 + 𝑦 − 𝑧  
= 𝑛(𝑞 + 𝑘), dan 𝑞 + 𝑘 ∈ ℤ 
⇒ ⁡𝑥 ≡ 𝑧(mod𝑛)  
Jadi, relasi kongruensi adalah relasi ekivalen (Gilbert & Gilbert, 2009). 
Misalkan 𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 > 1 berdasarkan Definisi 2.1 untuk 𝑘 ∈ ℤ dapat dibentuk 
kelas ekivalensi yang memuat 𝑥 yang dinotasikan dengan ?̅? sebagai berikut. 
?̅? = {𝑥 + 𝑘𝑛|𝑘 ∈ ℤ}  




Seperti halnya relasi ekivalen, dua kelas ?̅? dan ?̅? sama jika dan hanya jika 
𝑥 ≡ 𝑦(mod𝑛). Terdapat 𝑛 kelas ekivalen berbeda pada ℤ terhadap relasi 
kongruensi modulo 𝑛, yaitu 
0̅ = {… ,−2𝑛,−𝑛, 0, 𝑛, 2𝑛,… },  
1̅ = {… ,−2𝑛 + 1,−𝑛 + 1, 1, 𝑛 + 1, 2𝑛 + 1,… },  
2̅ = {… ,−2𝑛 + 2,−𝑛 + 2, 2, 𝑛 + 2, 2𝑛 + 2,… },  
⋮  
𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {… , −2𝑛 − 1,−𝑛 − 1,−⁡1, 𝑛 − 1, 2𝑛 − 1,… }.  
Kelas ekivalen tersebut disebut kelas kongruensi modulo 𝑛. Sehingga diperoleh 
himpunan semua kelas kongruensi modulo 𝑛 pada ℤ yang dilambangkan dengan ℤ𝑛 
sebagai berikut 
ℤ𝑛 = {0̅, 1̅, 2̅, … , 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. 
 
2.9 Ring Bilangan Bulat Modulo 𝒏 
Definisi 2.2 
Menurut Menezes, dkk (1996) misalkan 𝑛 ∈ ℤ+, 𝑛 > 1. Himpunan bilangan bulat 
modulo 𝑛 dinotasikan dengan ℤ𝑛 = {0̅, 1̅, 2̅, … , 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} adalah himpunan kelas 
ekivalen dari kongruensi modulo 𝑚. Kemudian pada ℤ𝑛 didefinisikan operasi 
penjumlahan dan perkalian sebagai berikut 
?̅? + ?̅? = 𝑥 + 𝑦⁡(mod𝑛)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⁡dan⁡?̅? ∙ ?̅? = 𝑥 ∙ 𝑦⁡(mod𝑛)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 








Himpunan (ℤ𝑛, +,∙) dengan 𝑛 ∈ ℤ
+, 𝑛 > 1 membentuk ring komutatif dengan 
unsur kesatuan 1̅ ∈ ℤ𝑛. Ring tersebut disebut ring bilangan bulat modulo 𝑛 
(Sitohang, 2017). 
 
Berdasarkan Gilbert & Gilbert (2009), misalkan 𝑛 ∈ ℤ+, 𝑛 > 1 dan ?̅? ∈ ℤ𝑛 
berlaku ?̅? unit jika dan hanya jika FPB(𝑥, 𝑛) = 1. Sehingga diperoleh 
𝑈(ℤ𝑛) = {?̅? ∈ ℤ𝑛|FPB(𝑥, 𝑛) = 1} 
Untuk 𝑛 = 2𝑝 dan 𝑝 prima, maka 
?̅? ∈ 𝑈(ℤ2𝑝) ⁡⇔⁡ (𝑥, 2𝑝) = 1  
⇔ ⁡2 ∤ 𝑥⁡dan⁡𝑝 ∤ 𝑥  




Sehingga diperoleh Lemma sebagai berikut. 
Lemma 2.1 
Misalkan 𝑝 bilangan prima, maka 






Menurut Gilbert & Gilbert (2015), misalkan 𝑅 adalah ring dan 𝐼 adalah 
himpunan bagian dari 𝑅, 𝐼 disebut ideal dari 𝑅 jika dan hanya jika 
1. 𝐼 himpunan tak kosong. 
2. 𝑥 ∈ 𝐼 dan 𝑦 ∈ 𝐼 berlaku 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐼. 
3. 𝑥 ∈ 𝐼 berlaku −𝑥 ∈ 𝐼. 




𝑥 ∈ 𝐼 dan 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥𝑟 ∈ 𝐼 maka 𝐼 disebut ideal kanan, sedangkan jika 
memenuhi 𝑥 ∈ 𝐼 dan 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝑟𝑥 ∈ 𝐼 maka 𝐼 disebut ideal kiri. 
Menurut Hasan (2018), ideal dibagi menjadi dua jenis yaitu ideal tak sejati 
dan ideal sejati. Ideal 𝐼 dari 𝑅 disebut ideal tak sejati jika 𝐼 = 𝑅. Sebaliknya, ideal 
𝐼 dari 𝑅 disebut ideal sejati jika 𝐼 ≠ 𝑅. Ideal sejati dibagi lagi menjadi dua jenis, 
yaitu ideal sejati trivial dan ideal sejati nontrivial. Ideal 𝐼 dari 𝑅 disebut ideal sejati 
trivial jika 𝐼 = {0} dan disebut ideal sejati nontrivial jika 𝐼 ≠ 𝑅 dan 𝐼 ≠ {0}. 
Apabila 𝑅 adalah ring komutatif maka ideal kiri juga merupakan ideal kanan. 
 
Teorema 2.3 
Suatu himpunan bagian 𝐼 dari ring 𝑅 adalah ideal dari 𝑅 jika 
(i) 𝐼 ≠ ∅ 
(ii) (∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼)⁡𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 




Jika (𝑅,+,∙) adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan dan 𝑎 ∈ 𝑅 maka 〈𝑎〉 =
{𝑟 ∙ 𝑎|𝑟 ∈ 𝑅} merupakan ideal di 𝑅. 
Bukti: 
(i) Perhatikan bahwa 0 ∈ 𝑅 
Karena 0 ∙ 𝑎 = 0 untuk sebarang 𝑎 ∈ 𝑅 maka 0 ∈ 〈𝑎〉 
∴ ⁡ 〈𝑎〉 ≠ ∅  





Akan dibuktikan bahwa 𝑥 − 𝑦 ∈ 〈𝑎〉 
𝑥 − 𝑦 = 𝑥 + (−𝑦) = 𝑟1 ∙ 𝑎 + (−(𝑟2 ∙ 𝑎)) = 𝑟1 ∙ 𝑎 + (−𝑟2 ∙ (𝑎)) = (𝑟1 +
(−𝑟2)) ∙ 𝑎 = 𝑟3 ∙ 𝑎, dengan 𝑟3 = (𝑟1 + (−𝑟2) ∈ 𝑅 
∴ ⁡𝑥 − 𝑦 ∈ 〈𝑎〉. 
(iii) Ambil 𝑥 ∈ 𝑅 dan 𝑦 ∈ 〈𝑎〉 yang berarti 𝑦 = 𝑟 ∙ 𝑎 untuk suatu 𝑟 ∈ 𝑅. 
Akan dibuktikan 𝑥 ∙ 𝑦 ∈ 〈𝑎〉 dan 𝑦 ∙ 𝑥 ∈ 〈𝑎〉. 
𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑥 ∙ (𝑟 ∙ 𝑎) = (𝑥 ∙ 𝑟) ∙ 𝑎 = 𝑟4 ∙ 𝑎, dengan 𝑟4 = 𝑥 ∙ 𝑟 ∈ 𝑅 
dan 
𝑦 ∙ 𝑥 = (𝑟 ∙ 𝑎) ∙ 𝑥 = (𝑟 ∙ 𝑥) ∙ 𝑎 = (𝑥 ∙ 𝑟) ∙ 𝑎 = 𝑟4 ∙ 𝑎, dengan 𝑟4 = 𝑥 ∙ 𝑟 ∈ 𝑅 
∴ ⁡𝑥 ∙ 𝑦 ∈ 〈𝑎〉⁡dan⁡𝑦 ∙ 𝑥 ∈ 〈𝑎〉. 
Jadi terbukti bahwa 〈𝑎〉 merupakan ideal di 𝑅 (Sulistya, 2001). 
 
Definisi 2.4 
Jika (𝑅,+,∙) adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan dan 𝑎 ∈ 𝑅, maka 〈𝑎〉 =
{𝑟 ∙ 𝑎|𝑟 ∈ 𝑅} disebut ideal utama yang dibangun oleh 𝑎 (Sulistya, 2001). 
 
Teorema 2.5 
Misalkan 𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 > 1 dan 𝐼 adalah ideal dari ℤ𝑛 maka terdapat ?̅? ∈ ℤ𝑛 sehingga 
𝐼 = 〈?̅?〉. 
Bukti: 
(i) 𝐼 = {0̅}. 
Karena 𝐼 = {0̅} maka jelas bahwa 𝐼 = 〈0̅〉. 




Karena 𝐼 ≠ {0̅} maka dapat dipilih kelas terkecil dari 𝐼 selain 0̅.  
Misalkan ?̅? ∈ 𝐼, 0 < 𝑎 ≤ 𝑥, ∀⁡?̅? ∈ ℤ𝑛\{0̅}. 
Kemudian jelas bahwa 〈?̅?〉 ⊆ 𝐼. 
Sebaliknya, akan ditunjukkan bahwa 𝐼 ⊆ 〈?̅?〉.  
Misalkan ?̅? ∈ 𝐼. 
Dengan menggunakan algoritma pembagian, tulis 𝑏 = 𝑞𝑎 + 𝑟, 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ, 0 ≤
𝑟 < 𝑎. 
Maka, 𝑟 = 𝑏 − 𝑞𝑎. 
Sehingga, 





⁡ ∈ 𝐼 
Akibatnya, ?̅? = 0̅. 
Diperoleh, ?̅? = 𝑞𝑎̅̅ ̅ = ?̅??̅?. 
Berarti, ?̅? ∈ 〈?̅?〉. 
Jadi, 𝐼 ⊆ 〈?̅?〉. 
Karena 𝐼 ⊆ 〈?̅?〉 dan 〈?̅?〉 ⊆ 𝐼, maka 𝐼 = 〈?̅?〉. 
 
Misalkan 𝑅 adalah ring dengan unsur kesatuan dan 𝐼 ideal dari 𝑅. 
(i) Jika 1 ∈ 𝐼, maka 𝐼 = 𝑅. 
(ii) Jika 𝐼 memuat unit, maka 𝐼 = 𝑅. 
Bukti: 
(i) Akan ditunjukkan bahwa jika 1 ∈ 𝐼, maka 𝐼 = 𝑅. 




Sebaliknya, akan ditunjukkan bahwa 𝑅 ⊆ 𝐼, artinya  𝑟 ∈ 𝐼 untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅. 






⁡ ∈ 𝐼 
Jadi, 𝑅 ⊆ 𝐼. 
Karena 𝐼 ⊆ 𝑅 dan 𝑅 ⊆ 𝐼, maka 𝐼 = 𝑅. 
(ii) Akan ditunjukkan bahwa jika 𝐼 memuat unit, maka 𝐼 = 𝑅. 
Misalkan 𝑢 ∈ 𝐼 adalah unit. 






⁡ ∈ 𝐼 
Karena 1 ∈ 𝐼, maka berdasarkan bagian (i) dapat disimpulkan bahwa 𝐼 = 𝑅. 
 
2.11 Ideal Maksimal 
Menurut Gallian (2013), misalkan 𝐼 adalah suatu ideal dari ring komutatif 𝑅 
dan 𝐼 ≠ 𝑅. Ideal 𝐼 dikatakan ideal maksimal dari 𝑅 jika terdapat ideal lain 𝐴 dari 𝑅 
sedemikian hingga 𝐼 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑅, maka 𝐴 = 𝐼 atau 𝐴 = 𝑅. Dengan kata lain, ideal 𝐼 
dari 𝑅 dikatakan ideal maksimal dari 𝑅 jika tidak terdapat ideal sejati lain dari 𝑅 
yang memuat 𝐼. 
Contoh: 
Berdasarkan Teorema 2.5 ideal-ideal dari ℤ10 adalah 〈?̅?〉 dengan ?̅? ∈ ℤ10. Diperoleh 
semua ideal dari ℤ10 adalah 〈0̅〉 = {0̅}, 〈1̅〉 = 〈3̅〉 = 〈7̅〉 = 〈9̅〉 = ℤ10, 〈2̅〉 = 〈4̅〉 =











Gambar 2.4 Diagram Lattice dari Ideal pada ℤ10 
Dari Gambar 2.4 tersebut dapat diketahui bahwa ideal maksimal dari ring ℤ10 
adalah 〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} dan 〈5̅〉 = {0̅, 5̅}. Ideal 〈0〉 = {0} bukan ideal maksimal 
dari ℤ10 karena ideal tersebut termuat dalam 〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} dan  
〈5̅〉 = {0̅, 5̅}. Sedangkan ideal 〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} dan 〈5̅〉 = {0̅, 5̅} merupakan ideal 
maksimal dari ℤ10 karena ideal tersebut tidak termuat dalam ideal sejati lain. 
 
2.12 Jacobson Radical 
Definisi 2.5 
Menurut Novictor, dkk (2020), misalkan 𝑅 adalah ring komutatif, Jacobson 
radical yang dinotasikan dengan 𝐽(𝑅) adalah irisan dari semua ideal maksimal dari 
𝑅. Jacobson radical dari 𝑅 dituliskan: 
𝐽(𝑅) = ⋂{𝑀:𝑀⁡adalah ideal maksimal dari ring⁡𝑅}. 
Contoh: 
Telah diketahui ideal maksimal dari ℤ10 adalah 〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} dan 〈5̅〉 = {0̅, 5̅}. 
Sehingga diperoleh Jacobson radical dari ℤ10 adalah 𝐽(ℤ10) =
{0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅}⋂{0̅, 5̅} = {0̅}. 
ℤ10 
〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} 〈5̅〉 = {0̅, 5̅} 




2.13 Graf Jacobson 
Definisi 2.6 
Misalkan 𝑅 adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan, graf Jacobson dari 
𝑅 yang dinotasikan  oleh  ℑ𝑅 didefinisikan  sebagai  graf  dengan  himpunan  titik 
𝑉(ℑ𝑅) = 𝑅\𝐽(𝑅) dan dua titik 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(ℑ𝑅) dengan 𝑥 ≠ 𝑦 terhubung langsung jika 
dan hanya jika 1 − 𝑥𝑦 ∉ 𝑈(𝑅) (Azimi, dkk, 2013). 
 
2.14 Indeks Konektivitas Eksentrik Ediz 
Indeks konektivitas eksentrik Ediz pada  sebuah  graf  terhubung sederhana 
𝐺 yang dinotasikan dengan 𝜉𝑎𝑑(𝐺) didefinisikan sebagai jumlah hasil bagi dari 
jumlah derajat dari semua titik yang terhubung langsung dengan suatu titik di 𝐺 
dengan eksentrisitas titik di 𝐺. Indeks konektivitas eksentrik Ediz dari suatu  graf  





di mana 𝑆(𝑣) adalah jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung dengan 
titik 𝑣 dan 𝑒(𝑣) adalah eksentrisitas titik 𝑣 (Akhter & Farooq, 2020). 
 
2.15 Kajian Keislaman 
Sebagaimana yang telah dijelaskan pada subbab 2.1 sebelumnya tentang 
pengertian graf, suatu graf dapat diartikan sebagai titik-titik yang dihubungkan oleh 
sisi. Dalam al-Qur’an terdapat berbagai isyarat tentang konsep teori graf, salah 
satunya adalah firman Allah dalam QS. an-Nisaa’ ayat 1, yang artinya: 
“Wahai sekalian manusia, bertakwalah kepada Rabb-mu yang telah menciptakan dari diri 
yang satu, dan dari padanya Allah menciptakan isterinya; dan daripada keduanya Allah 




Allah yang dengan (mempergunakan) nama-Nya kamu saling meminta satu sama lain, dan 
(peliharalah) hubungan silaturrahim. Sesungguhnya Allah selalu menjaga dan mengawasi 
kamu.” 
Menurut Al-Mubarakfuri (2007), ayat tersebut berisi ajakan kepada seluruh 
manusia agar bertakwa, mengingatkan penciptaan dan silaturrahim. Allah 
memerintahkan manusia untuk beribadah kepada Allah yang tidak ada sekutu bagi-
Nya. Kemudian Allah menyadarkan manusia tentang kekuasaan-Nya yang telah 
menciptakan manusia dari satu jiwa, yaitu Adam dan kemudian dari tulang 
rusuknya diciptakan Hawa. Kemudian dari keduanya dilahirkan laki-laki dan 
perempuan yang banyak sekali. Setelah itu, manusia diajak agar bertakwa kepada 
Allah dan menjaga hubungan silaturrahim dengan mengingatkan bahwa Allah akan 
selalu mengawasi mereka. 
Ayat tersebut menjelaskan bahwa antara manusia satu dengan manusia 
lainnya harus memperhatikan persaudaraan, atau dengan kata lain menjalin 
hubungan silaturrahim. Hal tersebut merupakan salah satu representasi dari graf 
pada al-Quran, seperti yang telah diketahui bahwa graf secara singkat dapat 
diartikan sebagai titik-titik yang dihubungkan oleh sisi. Dalam hal ini manusia 
diibaratkan sebagai titik dan hubungan silaturrahim tersebut adalah sisi. 
Selanjutnya, teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang 
digunakan untuk menyelesaikan permasalahan hubungan antara satu titik dengan 
titik lainnya. Aplikasi dari konsep teori graf tersebut sangat luas, baik dalam 
kehidupan sehari-hari maupun dalam berbagai bidang ilmu lain. Dalam bidang 
kimia, teori graf berkaitan dengan manipulasi struktur dan informasi struktural. 
Dengan bantuan metode matematika tersebut, struktur dan sifat dari molekul dapat 




molekul atau graf kimia adalah model molekul dimana atom diwakili oleh titik dan 
ikatan kimia diwakili oleh sisi. 
Allah SWT berfirman dalam QS. at-Taubah ayat 105, yang artinya: 
“Dan katakanlah, “Bekerjalah kamu, maka Allah dan Rasul-Nya serta orang-orang 
mukmin akan melihat amal kamu itu, dan kamu akan dikembalikan kepada Yang Maha 
Mengetahui yang ghaib dan yang nyata, lalu diberitakan-Nya kepada kamu apa yang telah 
kamu kerjakan”.” 
Menurut Shihab (2002) dalam Tafsir Al-Misbah menafsirkan bahwa, “Dan 
katakanlah, Bekerjalah kamu” maksudnya, Allah memerintahkan manusia untuk 
bekerja semata-mata karena Allah dengan beragam amal shaleh dan bermanfaat, 
baik untuk diri sendiri maupun masyarakat umum. “Maka Allah akan melihat 
pekerjaanmu” maksudnya amal tadi akan dinilai dan diberi ganjaran oleh Allah. 
Selain itu, Rasul-Nya seta orang-orang mukmin juga akan melihat dan menilainya, 
kemudian mereka menyesuaikan perlakuannya sesuai dengan amal-amal tadi. “Dan 
kamu akan dikembalikan kepada (Allah) Yang Maha Mengetahui yang ghaib dan yang 
nyata” maksudnya manusia akan dikembalikan melalui kematian kepada Allah, lalu 
manusia akan diberitahu tentang sanksi dan ganjaran yang mereka dapat sesuai 
dengan apa yang telah diperbuat, baik yang nampak maupun yang disembunyikan 
dalam hati. 
Ayat tersebut memerintahkan manusia untuk selalu beramal shaleh yang 
salah satunya bisa dilakukan dengan berbuat, bekerja atau berusaha yang 
bermanfaat bagi diri sendiri maupun orang lain. Sebagaimana dalam Islam, seorang 
hamba diharuskan menjadi hamba yang Nafi’un lighoirihi atau hamba yang 
bermanfaat bagi orang lain. Salah satu cara memberi manfaat kepada orang lain 
yaitu dengan ilmu. Ilmu yang dimaksud bukan hanya ilmu agama saja, melainkan 




Menurut Hamka (1994) dalam Tafsir al-Azhar juzu’ 11, hal. 37, QS. at-
Taubah ayat 105 tersebut dihubungkan dengan QS. al-Isra’ ayat 84, yang artinya: 
“Katakanlah: “Tiap-tiap orang beramal menurut bakatnya, tetapi Tuhan engkau lebih 
mengetahui siapakah yang lebih mendapat petunjuk dalam perjalanan”.” 
Sehingga, berdasarkan uraian tersebut dapat diketahui bahwa Allah memerintahkan 
manusia untuk bekerja menurut bakat dan bawaan, menurut tenaga dan 
kemampuan, menurut keahlian atau ilmu yang dimilikinya dengan tujuan untuk 
memberikan manfaat bagi dirinya dan orang lain. Sebagai seorang matematikawan 
kita dapat menerapkan ilmu kita, seperti yang dilakukan oleh Kumar & Madan 
(2006) yang menghubungkan konsep teori graf ini dengan ilmu kimia untuk 
memprediksi aktivitas penghambat sitosol fosfolipase 𝐴2 dari propan-2-one dengan 
menggunakan beberapa indeks topologi seperti indeks konektivitas eksentrik, 
indeks Wiener dan parameter grup Zagreb. Penghambat sitosol fosfolipase 𝐴2 
sendiri biasanya digunakan untuk pengobatan penyakit peradangan saraf dan 
katabolisme tulang rawan. Penelitian ini menunjukkan bahwa indeks konektivitas 
eksentrik jauh lebih akurat dalam memprediksi aktivitas penghambat sitosol 
fosfolipase 𝐴2 dari propan-2-one dibandingkan indeks Wiener dan parameter grup 
Zagreb. Dalam literatur matematika, indeks konektivitas eksentrik merupakan 









Bab ini membahas tentang rumus umum indeks konektivitas eksentrik Ediz 
pada graf Jacobson dari ring ℤ2𝑝 di mana 𝑝 ≥ 3 dan 𝑝 adalah suatu bilangan prima. 
Dalam pencarian rumus, terlebih dahulu dilakukan percobaan dengan mencari nilai 
indeks konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson dari ring ℤ6, ℤ10, ℤ14 dan 
ℤ22, yang kedua yaitu membuktikan dugaan yang diperoleh pada percobaan 
sebelumnya yang nantinya akan diperoleh lemma dan teorema, dan yang terkahir 
adalah integrasi hasil penelitian dengan kajian keislaman. 
 
3.1 Indeks Konektivitas Eksentrik Ediz pada Graf Jacobson dari Ring ℤ𝟐𝒑, 
𝒑 ∈ {𝟑, 𝟓, 𝟕, 𝟏𝟏} 
Subbab ini membahas penentuan rumus indeks konektivitas eksentrik Ediz 
pada graf Jacobson dari ring ℤ2𝑝 di mana 𝑝 ≥ 3 dan 𝑝 adalah suatu bilangan prima 
yang nantinya akan dihasilkan dugaan dan akan dibuktikan pada subbab berikutnya. 
Percobaan ini menggunakan ring ℤ6, ℤ10, ℤ14 dan ℤ22 untuk menentukan rumus 
umum tersebut. 
 
3.1.1 Indeks Konektivitas Eksentrik Ediz pada Graf Jacobson dari Ring ℤ𝟔 
Himpunan anggota dari ring bilangan bulat modulo 6 adalah ℤ6 =
{0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅}. Berdasarkan Lemma 2.1 diperoleh 𝑈(ℤ6) = {1̅, 5̅}. Selanjutnya 
akan ditentukan Jacobson radical dari ℤ6, maka terlebih dahulu akan dicari ideal 
maksimal dari ℤ6. 
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Ideal dari ℤ6 adalah 〈0̅〉 = {0̅}, 〈1̅〉 = 〈5̅〉 = ℤ6, 〈2̅〉 = 〈4̅〉 =
{0̅, 2̅, 4̅},⁡dan⁡〈3̅〉 = {0̅, 3̅}. Kemudian ideal maksimal dari ℤ6 dapat dilihat pada 






Dari Gambar 3.1 tersebut dapat diketahui ideal maksimal dari ℤ6 adalah 〈2̅〉 =
{0̅, 2̅, 4̅}⁡dan⁡〈3̅〉 = {0̅, 3̅}. Ideal 〈0〉 = {0} bukan ideal maksimal dari ℤ6 karena 
ideal tersebut termuat dalam 〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅}⁡dan⁡〈3̅〉 = {0̅, 3̅}. Sedangkan ideal 
〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅}⁡dan⁡〈3̅〉 = {0̅, 3̅} merupakan ideal maksimal dari ℤ6 karena ideal 
tersebut tidak termuat dalam ideal sejati lain. Oleh karena itu, himpunan Jacobson 
radical dari ℤ6 adalah 𝐽(ℤ6) = {0̅, 2̅, 4̅} ∩ {0̅, 3̅} = {0̅}. 
Berdasarkan definisi graf Jacobson diperoleh himpunan titik dari ℑℤ6 adalah 
𝑉(ℑℤ6) = ℤ6\𝐽(ℤ6) = {1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅} dan selanjutnya akan dicari titik-titik yang 




〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅} 〈3̅〉 = {0̅, 3̅} 
〈0̅〉 = {0̅} 
Gambar 3.1 Diagram Lattice dari Ideal pada ℤ6 
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Tabel 3.1 Tabel 1̅ − ?̅??̅? dari ℤ6\𝐽(ℤ6) 
 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 
1̅ 0̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 
2̅ 5̅ 3̅ 1̅ 5̅ 3̅ 
3̅ 4̅ 1̅ 4̅ 1̅ 4̅ 
4̅ 3̅ 5̅ 1̅ 3̅ 5̅ 
5̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 
Sehingga diperoleh himpunan sisi pada ℑℤ6 adalah 𝐸(ℑℤ6) =
{(1̅, 3̅), (1̅, 4̅), (1̅, 5̅), (2̅, 5̅), (3̅, 5̅)}. Oleh karena itu dapat digambarkan graf 







Gambar 3.2 Graf ℑℤ6 
Berdasarkan Gambar 3.2, dapat diketahui bahwa graf ℑℤ6 tersebut adalah 
graf sederhana dan terhubung. Selanjutnya, dapat diketahui derajat titik dari ℑℤ6 









Tabel 3.2 Tabel Derajat Titik dari ℑℤ6 
𝑣 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 
deg⁡(𝑣) 3 1 2 1 3 
Dapat disimpulkan bahwa pada ℑℤ6, titik ?̅? mempunyai derajat 𝑝 − 1 yaitu  
deg(3̅) = 2, titik 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dan titik 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ mempunyai derajat 1 yaitu  




derajat 𝑝 yaitu deg(1̅) = deg(5̅) = 3. 
Berdasarkan Gambar 3.2, dapat diketahui juga jarak dan eksentrisitas titik 
dari ℑℤ6 adalah sebagai berikut. 
Tabel 3.3 Tabel Jarak Titik dari ℑℤ6 
𝑑(𝑢, 𝑣) 
𝑣 
1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 
𝑢 
1̅ 0 2 1 1 1 
2̅ 2 0 2 3 1 
3̅ 1 2 0 2 1 
4̅ 1 3 2 0 2 
5̅ 1 1 1 2 0 
Tabel 3.4 Tabel Eksentrisitas Titik dari ℑℤ6 
𝑣 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 
𝑒(𝑣) 2 3 2 3 2 
Dapat disimpulkan bahwa pada ℑℤ6, titik 2𝑘 − 1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ untuk 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} mempunyai 
eksentrisitas 2 yaitu 𝑒(1̅) = 𝑒(3̅) = 𝑒(5̅) = 2 dan titik 2𝑎̅̅̅̅  untuk 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 −
1} mempunyai eksentrisitas 3 yaitu 𝑒(2̅) = 𝑒(4̅) = 3. 
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Setelah diketahui derajat dan eksentrisitas dari masing-masing titik di ℑℤ6, 
dapat dihitung indeks konektivitas eksentrik Ediz pada ℑℤ6 sebagai berikut. 
𝜉𝑎𝑑(ℑℤ10) = ⁡











































= ⁡6 + 2 + 3 
= ⁡11 
Jadi, indeks konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson ℤ6 adalah 11. 
 
3.1.2 Indeks Konektivitas Eksentrik Ediz pada Graf Jacobson dari Ring ℤ𝟏𝟎 
Himpunan anggota dari ring bilangan bulat modulo 10 adalah ℤ10 =
{0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅}. Berdasarkan Lemma 2.1 diperoleh 𝑈(ℤ10) = {1̅, 3̅, 7̅, 9̅}. 
Selanjutnya akan ditentukan Jacobson radical dari ℤ10, maka terlebih dahulu akan 
dicari ideal maksimal dari ℤ10. 
Ideal dari ℤ10 adalah 〈0̅〉 = {0̅}, 〈1̅〉 = 〈3̅〉 = 〈7̅〉 = 〈9̅〉 = ℤ10, 〈2̅〉 = 〈4̅〉 =
〈6̅〉 = 〈8̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅}⁡dan⁡〈5̅〉 = {0̅, 5̅}. Kemudian ideal maksimal dari ℤ10 








Dari Gambar 3.3 tersebut dapat diketahui ideal maksimal dari ℤ10 adalah 〈2̅〉 =
{0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅}⁡dan⁡〈5̅〉 = {0̅, 5̅}. Ideal 〈0̅〉 = {0̅} bukan ideal maksimal dari ℤ10 
karena ideal tersebut termuat dalam 〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅}⁡dan⁡〈5̅〉 = {0̅, 5̅}. 
Sedangkan ideal 〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅}⁡dan⁡〈5̅〉 = {0̅, 5̅} merupakan ideal maksimal 
dari ℤ10 karena ideal tersebut tidak termuat dalam ideal sejati lain. Oleh karena itu, 
himpunan Jacobson radical dari ℤ10 adalah 𝐽(ℤ10) = {{0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅}} ∩ {0̅, 5̅} =
{0̅}. 
Berdasarkan definisi graf Jacobson diperoleh himpunan titik dari ℑℤ10 
adalah 𝑉(ℑℤ10) = ℤ10\𝐽(ℤ10) = {1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅} dan selanjutnya akan dicari 







〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} 〈5̅〉 = {0̅, 5̅} 
〈0̅〉 = {0̅} 
Gambar 3.3 Diagram Lattice dari Ideal pada ℤ10 
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Tabel 3.5 Tabel 1̅ − ?̅??̅? dari ℤ10\𝐽(ℤ10) 
 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 
1̅ 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 
2̅ 9̅ 7̅ 5̅ 3̅ 1̅ 9̅ 7̅ 5̅ 3̅ 
3̅ 8̅ 5̅ 2̅ 9̅ 6̅ 3̅ 0̅ 7̅ 4̅ 
4̅ 7̅ 3̅ 9̅ 5̅ 1̅ 7̅ 3̅ 9̅ 5̅ 
5̅ 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 
6̅ 5̅ 9̅ 3̅ 7̅ 1̅ 5̅ 9̅ 3̅ 7̅ 
7̅ 4̅ 7̅ 0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 2̅ 5̅ 8̅ 
8̅ 3̅ 5̅ 7̅ 9̅ 1̅ 3̅ 5̅ 7̅ 9̅ 
9̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 
Sehingga diperoleh himpunan sisi pada ℑℤ10 adalah 𝐸(ℑℤ10) =
{(1̅, 3̅), (1̅, 5̅), (1̅, 6̅), (1̅, 7̅), (1̅, 9̅), (2̅, 3̅), (2̅, 8̅), (3̅, 5̅), (3̅, 7̅), (3̅, 9̅), (4̅, 9̅), (5̅, 7̅), 


















Berdasarkan Gambar 3.4, dapat diketahui bahwa graf ℑℤ10 tersebut adalah 
graf sederhana dan terhubung. Selanjutnya, dapat diketahui derajat titik dari ℑℤ10 
adalah sebagai berikut 
Tabel 3.6 Tabel Derajat Titik dari ℑℤ10 
𝑣 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 
 
8̅ 9̅ 
deg(𝑣) 5 2 5 1 4 1 5 
 
2 5 
Dapat disimpulkan bahwa pada ℑℤ10, titik ?̅? mempunyai derajat 𝑝 − 1 yaitu 
deg(5̅) = 4, titik 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dan titik 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ mempunyai derajat 1 yaitu deg(4̅) =
deg(6̅) = 1, titik 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ untuk 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝}\ {
𝑝+1
2
} mempunyai derajat 𝑝 yaitu 







} mempunyai derajat 2 yaitu deg(2̅) = deg(8̅) = 2. 
Berdasarkan Gambar 3.4, dapat diketahui juga jarak dan eksentrisitas titik 











Tabel 3.7 Tabel Jarak Titik dari ℑℤ10 
𝑑(𝑢, 𝑣) 
𝑣 
1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 
𝑢 
1̅ 0 2 1 2 1 1 1 2 2 
2̅ 2 0 1 3 2 3 2 1 2 
3̅ 1 1 0 2 1 2 1 2 1 
4̅ 2 3 2̅ 0 2 3 2 3 1 
5̅ 1 2 1 2 0 2 2 2 1 
6̅ 1 3 2 3 2 0 2 3 2 
7̅ 1 2 1 2 1 2 0 1 1 
8̅ 2 1 2 3 2 3 1 0 2 
9̅ 1 2 1 1 1 2 1 2 0 
Tabel 3.8 Tabel Eksentrisitas Titik dari ℑℤ10 
𝑣 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 
e(𝑣) 2 3 2 3 2 3 2 3 2 
Dapat disimpulkan bahwa pada ℑℤ10 , titik 2𝑘 − 1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ untuk 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} 
mempunyai eksentrisitas 2 yaitu 𝑒(1̅) = 𝑒(3̅) = 𝑒(5̅) = 𝑒(7̅) = 𝑒(9̅) = 2 dan titik 
2𝑎̅̅̅̅  untuk 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} mempunyai eksentrisitas 3 yaitu 𝑒(2̅) = 𝑒(4̅) =
𝑒(6̅) = 𝑒(8̅) = 3. 
Setelah diketahui derajat dan eksentrisitas dari masing-masing titik di ℑℤ10, 
dapat dihitung indeks konektivitas eksentrik Ediz pada ℑℤ10 sebagai berikut. 
𝜉𝑎𝑑(ℑℤ10) =


































































(1 × 1) + (1 × 4) + (3 × 5)
2
) + (2 ×




(1 × 2) + (1 × 4) + (3 × 5)
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3.1.3 Indeks Konektivitas Eksentrik Ediz pada Graf Jacobson dari Ring ℤ𝟏𝟒 
Himpunan anggota dari ring bilangan bulat modulo 14 adalah ℤ14 =
{0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ }. Berdasarkan Lemma 2.1 diperoleh 
𝑈(ℤ14) = {1̅, 3̅, 5̅, 9̅, 11̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ }. Selanjutnya akan ditentukan Jacobson radical dari 
ℤ14, maka terlebih dahulu akan dicari ideal maksimal dari ℤ14. 
Ideal dari ℤ14 adalah 〈0̅〉 = {0̅}, 〈1̅〉 = 〈3̅〉 = 〈5̅〉 = 〈9̅〉 = 〈11̅̅ ̅̅ 〉 = 〈13̅̅ ̅̅ 〉 =
ℤ14, 〈2̅〉 = 〈4̅〉 = 〈6̅〉 = 〈8̅〉 = 〈10̅̅ ̅̅ 〉 = 〈12̅̅ ̅̅ 〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅ ̅̅ , 12̅̅ ̅̅ }⁡dan⁡〈7̅〉 = {0̅, 7̅}. 







Dari Gambar 3.5 tersebut dapat diketahui ideal maksimal dari ℤ14 adalah 
〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ }⁡dan⁡〈7̅〉 = {0̅, 7̅}. Ideal 〈0̅〉 = {0̅} bukan ideal maksimal 
dari ℤ14 karena ideal tersebut termuat dalam 〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ }⁡dan⁡〈7̅〉 =
{0̅, 7̅}. Sedangkan ideal 〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ }⁡dan⁡〈7̅〉 = {0̅, 7̅} merupakan 
ideal maksimal dari ℤ14 karena ideal tersebut tidak termuat dalam ideal sejati lain. 
Oleh karena itu, himpunan Jacobson radical dari ℤ14 adalah 𝐽(ℤ14) =
{0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ } ∩ {0̅, 7̅} = {0̅}. 
ℤ14 
〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ } 〈7̅〉 = {0̅, 7̅} 
〈0̅〉 = {0̅} 
Gambar 3.5 Diagram Lattice dari Ideal pada ℤ14 
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Berdasarkan definisi graf Jacobson diperoleh himpunan titik dari ℑℤ14 
adalah 𝑉(ℑℤ14) = ℤ14\𝐽(ℤ14) = {1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10
̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ } dan 
selanjutnya akan dicari titik-titik yang terhubung langsung melalui perhitungan 
pada tabel berikut. 
Tabel 3.9 Tabel 1̅ − ?̅??̅? dari ℤ14\𝐽(ℤ14) 
 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  
1̅ 0̅ 13̅̅̅̅  12̅̅̅̅  11̅̅̅̅  10̅̅̅̅  9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 
2̅ 13̅̅̅̅  11̅̅̅̅  9̅ 7̅ 5̅ 3̅ 1̅ 13̅̅̅̅  11̅̅̅̅  9̅ 7̅ 5̅ 3̅ 
3̅ 12̅̅̅̅  9̅ 6̅ 3̅ 0̅ 11̅̅̅̅  8̅ 5̅ 2̅ 13̅̅̅̅  10̅̅̅̅  7̅ 4̅ 
4̅ 11̅̅̅̅  7̅ 3̅ 13̅̅̅̅  9̅ 5̅ 1̅ 11̅̅̅̅  7̅ 3̅ 13̅̅̅̅  9̅ 5̅ 
5̅ 10̅̅̅̅  5̅ 0̅ 9̅ 4̅ 13̅̅̅̅  8̅ 3̅ 12̅̅̅̅  7̅ 2̅ 11̅̅̅̅  6̅ 
6̅ 9̅ 3̅ 11̅̅̅̅  5̅ 13̅̅̅̅  7̅ 1̅ 9̅ 3̅ 11̅̅̅̅  5̅ 13̅̅̅̅  7̅ 
7̅ 8̅ 1̅ 8̅ 1̅ 8̅ 1̅ 8̅ 1̅ 8̅ 1̅ 8̅ 1̅ 8̅ 
8̅ 7̅ 13̅̅̅̅  5̅ 11̅̅̅̅  3̅ 9̅ 1̅ 7̅ 13̅̅̅̅  5̅ 11̅̅̅̅  3̅ 9̅ 
9̅ 6̅ 11̅̅̅̅  2̅ 7̅ 12̅̅̅̅  3̅ 8̅ 13̅̅̅̅  4̅ 9̅ 0̅ 5̅ 10̅̅̅̅  
10̅̅̅̅  5̅ 9̅ 13̅̅̅̅  3̅ 7̅ 11̅̅̅̅  1̅ 5̅ 9̅ 13̅̅̅̅  3̅ 7̅ 11̅̅̅̅  
11̅̅̅̅  4̅ 7̅ 10̅̅̅̅  13̅̅̅̅  2̅ 5̅ 8̅ 11̅̅̅̅  0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 12̅̅̅̅  
12̅̅̅̅  3̅ 5̅ 7̅ 9̅ 11̅̅̅̅  13̅̅̅̅  1̅ 3̅ 5̅ 7̅ 9̅ 11̅̅̅̅  13̅̅̅̅  
13̅̅̅̅  2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 
Sehingga diperoleh himpunan sisi pada ℑℤ14 adalah 𝐸(ℑℤ14) =
{(1̅, 3̅), (1̅, 5̅), (1̅, 7̅), (1̅, 8̅), (1̅, 9̅), (1̅, 11̅̅̅̅ ), (1̅, 13̅̅̅̅ ), (2̅, 4̅), (2̅, 11̅̅̅̅ ), (3̅, 5̅), (3̅, 7̅), 
(3̅, 9̅), (3̅, 11̅̅̅̅ ), (3̅, 12̅̅̅̅ ), (3̅, 13̅̅̅̅ ), (4̅, 9̅), (5̅, 7̅), (5̅, 9̅), (5̅, 10̅̅̅̅ ), (5̅, 11̅̅̅̅ ), (5̅, 13̅̅̅̅ ),⁡  
(6̅, 13̅̅̅̅ ), (7̅, 9̅), (7̅, 11̅̅̅̅ ), (7̅, 13̅̅̅̅ ), (9̅, 11̅̅̅̅ ), (9̅, 13̅̅̅̅ ), (10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ), (11̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ). Oleh karena itu 














Gambar 3.6 Graf ℑℤ14 
Berdasarkan Gambar 3.6, dapat diketahui bahwa graf ℑℤ14 tersebut adalah graf 
sederhana dan terhubung. Selanjutnya, dapat diketahui derajat titik dari ℑℤ14 adalah 
sebagai berikut. 
Tabel 3.10 Tabel Derajat Titik dari ℑℤ14 
𝑣 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  
deg(𝑣) 7 2 7 2 7 1 6 1 7 2 7 2 7 
Dapat disimpulkan bahwa pada ℑℤ14, titik ?̅?  mempunyai derajat 𝑝 − 1 yaitu  
deg(7̅) = 6, titik 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dan titik 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ mempunyai derajat 1 yaitu  




derajat 𝑝 yaitu deg(1̅) = deg(3̅) = deg(9̅) = deg(11̅̅̅̅ ) = deg(13̅̅̅̅ ) = 7 dan titik 






} mempunyai derajat 2 yaitu deg(2̅) =
deg(4̅) = deg(10̅̅̅̅ ) = deg(12̅̅̅̅ ) = 2. 
Berdasarkan Gambar 3.6, dapat diketahui juga jarak dan eksentrisitas titik 
dari ℑℤ14 adalah sebagai berikut. 
7̅ 
13̅̅̅̅  1̅ 
5̅ 3̅ 
11̅̅̅̅  9̅ 
6̅ 8̅ 




Tabel 3.11 Tabel Jarak Titik dari ℑℤ14 
𝑑(𝑢, 𝑣) 
𝑣 
1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  
𝑢 
1̅ 0 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 
2̅ 2 0 2 1 2 3 2 3 2 3 1 3 2 
3̅ 1 2 0 2 1̅ 2 1 2 1 2 1 1 1 
4̅ 1 1 2 0 2 3 2 3 1 3 2 3 2 
5̅ 1 2 1 2 0 2 1 2 1 1 1 2 1 
6̅ 2 3 2 3 2 0 2 3 2 2 2 3 1 
7̅ 1 2 1 2 1 2 0 2 1 2 1 2 1 
8̅ 1 3 2 3 2 3 2 0 2 3 2 3 2 
9̅ 1 2 1 1 1 2 1 2 0 2 1 2 1 
10̅̅̅̅  2 3 2 3 1 3 2 3 2 0 2 3 2 
11̅̅̅̅  1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 0 2 1 
12̅̅̅̅  2 3 1 2 2 3 2 3 2 3 2 0 2 
13̅̅̅̅  1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 0 
Tabel 3.12 Tabel Eksentrisitas Titik dari ℑℤ14 
𝑣 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  
𝑒(𝑣) 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 
Dapat disimpulkan bahwa pada ℑℤ14 , titik 2𝑘 − 1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ untuk 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} 
mempunyai eksentrisitas 2 yaitu 𝑒(1̅) = 𝑒(3̅) = 𝑒(5̅) = 𝑒(7̅) = 𝑒(9̅) = 𝑒(11̅̅̅̅ ) =
𝑒(13̅̅̅̅ ) = 2 dan titik 2𝑎̅̅̅̅  untuk 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} mempunyai eksentrisitas 3 yaitu 
𝑒(2̅) = 𝑒(4̅) = 𝑒(6̅) = 𝑒(8̅) = 𝑒(10̅̅̅̅ ) = 𝑒(12̅̅̅̅ ) = 3. 
Setelah diketahui derajat dan eksentrisitas dari masing-masing titik di ℑℤ14, 
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3.1.4 Indeks Konektivitas Eksentrik Ediz pada Graf Jacobson dari Ring ℤ𝟐𝟐 
Himpunan anggota dari ring bilangan bulat modulo 22 adalah ℤ22 =
{0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ }. Berdasarkan 
Lemma 2.1 diperoleh 𝑈(ℤ22) = {⁡1̅, 3̅, 5̅, 7̅, 9̅, 13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ }. Selanjutnya akan 
ditentukan Jacobson radical dari ℤ22, maka terlebih dahulu akan dicari ideal 
maksimal dari ℤ22. 
Ideal dari ℤ22 adalah 〈0̅〉 = {0̅}, 〈1̅〉 = 〈3̅〉 = 〈5̅〉 = 〈7̅〉 = 〈9̅〉 = 〈13̅̅ ̅̅ 〉 =
〈15̅̅ ̅̅ 〉 = 〈17̅̅ ̅̅ 〉 = 〈19̅̅ ̅̅ 〉 = ℤ6, 〈2̅〉 = 〈4̅〉 = 〈6̅〉 = 〈8̅〉 = 〈10̅̅ ̅̅ 〉 = 〈12̅̅ ̅̅ 〉 = 〈14̅̅ ̅̅ 〉 = 〈16̅̅ ̅̅ 〉 =
〈18̅̅ ̅̅ 〉 = 〈20̅̅ ̅̅ 〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅ ̅̅ , 12̅̅ ̅̅ , 14̅̅ ̅̅ , 16̅̅ ̅̅ , 18̅̅ ̅̅ , 20̅̅ ̅̅ }⁡dan⁡〈11̅̅ ̅̅ 〉 = {0̅, 11̅̅ ̅̅ }. Kemudian 









Dari Gambar 3.7 dapat diketahui ideal maksimal dari ℤ22 adalah 〈2̅〉 =
{0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ }⁡dan⁡〈11̅̅̅̅ 〉 = {0̅, 11̅̅̅̅ }. Ideal 〈0̅〉 = {0̅} bukan 
ideal maksimal dari ℤ22 karena ideal tersebut termuat dalam 〈2̅〉 =
{0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ }⁡dan⁡〈11̅̅̅̅ 〉 = {0̅, 11̅̅̅̅ }. Sedangkan ideal 〈2̅〉 =
{0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ }⁡dan⁡〈11̅̅̅̅ 〉 = {0̅, 11̅̅̅̅ } merupakan ideal maksimal 
dari ℤ22 karena ideal tersebut tidak termuat dalam ideal sejati lain. Oleh karena itu, 
himpunan Jacobson radical dari ℤ22 adalah 𝐽(ℤ22) =
{0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ } ∩ {0̅, 11̅̅̅̅ } = {0̅}. 
Berdasarkan definisi graf Jacobson diperoleh himpunan titik dari ℑℤ22 
adalah 𝑉(ℑℤ22) = ℤ22\𝐽(ℤ22) = {1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10
̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 
17̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ } dan dan selanjutnya akan dicari titik-titik yang terhubung 






〈2̅〉 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ } 〈11̅̅̅̅ 〉 = {0̅, 11̅̅̅̅ } 
〈0̅〉 = {0̅} 
Gambar 3.7 Diagram Lattice dari Ideal pada ℤ22 
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Tabel 3.13 Tabel 1̅ − ?̅??̅? dari ℤ22\𝐽(ℤ22) 
 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  
1̅ 0̅ 21̅̅̅̅  20̅̅̅̅  19̅̅̅̅  18̅̅̅̅  17̅̅̅̅  16̅̅̅̅  15̅̅̅̅  14̅̅̅̅  13̅̅̅̅  12̅̅̅̅  11̅̅̅̅  10̅̅̅̅  9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 
2̅ 21̅̅̅̅  19̅̅̅̅  17̅̅̅̅  15̅̅̅̅  13̅̅̅̅  11̅̅̅̅  9̅ 7̅ 5̅ 3̅ 1̅ 21̅̅̅̅  19̅̅̅̅  17̅̅̅̅  15̅̅̅̅  13̅̅̅̅  11̅̅̅̅  9̅ 7̅ 5̅ 3̅ 
3̅ 20̅̅̅̅  17̅̅̅̅  14̅̅̅̅  11̅̅̅̅  8̅ 5̅ 2̅ 21̅̅̅̅  18̅̅̅̅  15̅̅̅̅  12̅̅̅̅  9̅ 6̅ 3̅ 0̅ 19̅̅̅̅  16̅̅̅̅  13̅̅̅̅  10̅̅̅̅  7̅ 4̅ 
4̅ 19̅̅̅̅  15̅̅̅̅  11̅̅̅̅  7̅ 3̅ 21̅̅̅̅  17̅̅̅̅  13̅̅̅̅  9̅ 5̅ 1̅ 19̅̅̅̅  15̅̅̅̅  11̅̅̅̅  7̅ 3̅ 21̅̅̅̅  17̅̅̅̅  13̅̅̅̅  9̅ 5̅ 
5̅ 18̅̅̅̅  13̅̅̅̅  8̅ 3̅ 20̅̅̅̅  15̅̅̅̅  10̅̅̅̅  5̅ 0̅ 17̅̅̅̅  12̅̅̅̅  7̅ 2̅ 19̅̅̅̅  14̅̅̅̅  9̅ 4̅ 21̅̅̅̅  16̅̅̅̅  11̅̅̅̅  6̅ 
6̅ 17̅̅̅̅  11̅̅̅̅  5̅ 21̅̅̅̅  15̅̅̅̅  9̅ 3̅ 19̅̅̅̅  13̅̅̅̅  7̅ 1̅ 17̅̅̅̅  11̅̅̅̅  5̅ 21̅̅̅̅  15̅̅̅̅  9̅ 3̅ 19̅̅̅̅  13̅̅̅̅  7̅ 
7̅ 16̅̅̅̅  9̅ 2̅ 17̅̅̅̅  10̅̅̅̅  3̅ 18̅̅̅̅  11̅̅̅̅  4̅ 19̅̅̅̅  12̅̅̅̅  5̅ 20̅̅̅̅  13̅̅̅̅  6̅ 21̅̅̅̅  14̅̅̅̅  7̅ 0̅ 15̅̅̅̅  8̅ 
8̅ 15̅̅̅̅  7̅ 21̅̅̅̅  13̅̅̅̅  5̅ 19̅̅̅̅  11̅̅̅̅  3̅ 17̅̅̅̅  9̅ 1̅ 15̅̅̅̅  7̅ 21̅̅̅̅  13̅̅̅̅  5̅ 19̅̅̅̅  11̅̅̅̅  3̅ 17̅̅̅̅  9̅ 
9̅ 14̅̅̅̅  5̅ 18̅̅̅̅  9̅ 0̅ 13̅̅̅̅  4̅ 17̅̅̅̅  8̅ 21̅̅̅̅  12̅̅̅̅  3̅ 16̅̅̅̅  7̅ 20̅̅̅̅  11̅̅̅̅  2̅ 15̅̅̅̅  6̅ 19̅̅̅̅  10̅̅̅̅  
10̅̅̅̅  13̅̅̅̅  3̅ 15̅̅̅̅  5̅ 17̅̅̅̅  7̅ 19̅̅̅̅  9̅ 21̅̅̅̅  11̅̅̅̅  1̅ 13̅̅̅̅  3̅ 15̅̅̅̅  5̅ 17̅̅̅̅  7̅ 19̅̅̅̅  9̅ 21̅̅̅̅  11̅̅̅̅  
11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  1̅ 12̅̅̅̅  
12̅̅̅̅  11̅̅̅̅  21̅̅̅̅  9̅ 19̅̅̅̅  7̅ 17̅̅̅̅  5̅ 15̅̅̅̅  3̅ 13̅̅̅̅  1̅ 11̅̅̅̅  21̅̅̅̅  9̅ 19̅̅̅̅  7̅ 17̅̅̅̅  5̅ 15̅̅̅̅  3̅ 13̅̅̅̅  
13̅̅̅̅  10̅̅̅̅  19̅̅̅̅  6̅ 15̅̅̅̅  2̅ 11̅̅̅̅  20̅̅̅̅  7̅ 16̅̅̅̅  3̅ 12̅̅̅̅  21̅̅̅̅  8̅ 17̅̅̅̅  4̅ 13̅̅̅̅  0̅ 9̅ 18̅̅̅̅  5̅ 14̅̅̅̅  
14̅̅̅̅  9̅ 17̅̅̅̅  3̅ 11̅̅̅̅  19̅̅̅̅  5̅ 13̅̅̅̅  21̅̅̅̅  7̅ 15̅̅̅̅  1̅ 9̅ 17̅̅̅̅  3̅ 11̅̅̅̅  19̅̅̅̅  5̅ 13̅̅̅̅  21̅̅̅̅  7̅ 15̅̅̅̅  
15̅̅̅̅  8̅ 15̅̅̅̅  0̅ 7̅ 14̅̅̅̅  21̅̅̅̅  6̅ 13̅̅̅̅  20̅̅̅̅  5̅ 12̅̅̅̅  19̅̅̅̅  4̅ 11̅̅̅̅  18̅̅̅̅  3̅ 10̅̅̅̅  17̅̅̅̅  2̅ 9̅ 16̅̅̅̅  
16̅̅̅̅  7̅ 13̅̅̅̅  19̅̅̅̅  3̅ 9̅ 15̅̅̅̅  21̅̅̅̅  5̅ 11̅̅̅̅  17̅̅̅̅  1̅ 7̅ 13̅̅̅̅  19̅̅̅̅  3̅ 9̅ 15̅̅̅̅  21̅̅̅̅  5̅ 11̅̅̅̅  17̅̅̅̅  
17̅̅̅̅  6̅ 11̅̅̅̅  16̅̅̅̅  21̅̅̅̅  4̅ 9̅ 14̅̅̅̅  19̅̅̅̅  2̅ 7̅ 12̅̅̅̅  17̅̅̅̅  0̅ 5̅ 10̅̅̅̅  15̅̅̅̅  20̅̅̅̅  3̅ 8̅ 13̅̅̅̅  18̅̅̅̅  
18̅̅̅̅  5̅ 9̅ 13̅̅̅̅  17̅̅̅̅  21̅̅̅̅  3̅ 7̅ 11̅̅̅̅  15̅̅̅̅  19̅̅̅̅  1̅ 5̅ 9̅ 13̅̅̅̅  17̅̅̅̅  21̅̅̅̅  3̅ 7̅ 10̅̅̅̅  15̅̅̅̅  19̅̅̅̅  
19̅̅̅̅  4̅ 7̅ 10̅̅̅̅  13̅̅̅̅  16̅̅̅̅  19̅̅̅̅  0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 12̅̅̅̅  15̅̅̅̅  18̅̅̅̅  21̅̅̅̅  2̅ 5̅ 8̅ 10̅̅̅̅  14̅̅̅̅  17̅̅̅̅  20̅̅̅̅  
20̅̅̅̅  3̅ 5̅ 7̅ 9̅ 11̅̅̅̅  13̅̅̅̅  15̅̅̅̅  17̅̅̅̅  19̅̅̅̅  21̅̅̅̅  1̅ 3̅ 5̅ 7̅ 9̅ 11̅̅̅̅  13̅̅̅̅  15̅̅̅̅  17̅̅̅̅  19̅̅̅̅  21̅̅̅̅  
21̅̅̅̅  2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 
Sehingga diperoleh himpunan sisi pada ℑℤ22 adalah 𝐸(ℑℤ22) =
{(1̅, 3̅), (1̅, 5̅), (1̅, 7̅), (1̅, 9̅), (1̅, 11̅̅̅̅ ), (1̅, 12̅̅̅̅ ), (1̅, 13̅̅̅̅ ), (1̅, 15̅̅̅̅ ), (1̅, 17̅̅̅̅ ), (1̅, 19̅̅̅̅ ), 





(3̅, 17̅̅̅̅ ), (3̅, 19̅̅̅̅ ), (3̅, 21̅̅̅̅ ), (4̅, 14̅̅̅̅ ), (5̅, 7̅), (5̅, 9̅), (5̅, 11̅̅̅̅ ), (5̅, 13̅̅̅̅ ), (5̅, 15̅̅̅̅ ), (5̅, 17̅̅̅̅ ),  
(5̅, 19̅̅̅̅ ), (5̅, 20̅̅̅̅ ), (5̅, 21̅̅̅̅ ), (6̅, 13̅̅̅̅ ), (7̅, 8̅), (7̅, 9̅), (7̅, 11̅̅̅̅ ), (7̅, 13̅̅̅̅ ), (7̅, 15̅̅̅̅ ), (7̅, 17̅̅̅̅ ),  
(7̅, 19̅̅̅̅ ), (7̅, 21̅̅̅̅ ), (8̅, 18̅̅̅̅ ), (9̅, 11̅̅̅̅ ), (9̅, 13̅̅̅̅ ), (9̅, 15̅̅̅̅ ), (9̅, 16̅̅̅̅ ), (9̅, 17̅̅̅̅ ), (9̅, 19̅̅̅̅ ), (9̅, 21̅̅̅̅ ),  
(10̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ), (11̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ), (11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ), (11̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ), (11̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ), (11̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ), (13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ), (13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ),  
(13̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ), (13̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ), (14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ), (15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ), (15̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ), (15̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ), (16̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ), (17̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ),  
(17̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ), (18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ), (19̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ )}. Oleh karena itu dapat digambarkan graf Jacobson 













Gambar 3.8 Graf ℑℤ22 
Berdasarkan Gambar 3.8, dapat diketahui bahwa graf ℑℤ22 tersebut adalah graf 




21̅̅̅̅  1̅ 
3̅ 
9̅ 5̅ 
19̅̅̅̅  7̅ 
17̅̅̅̅  13̅̅̅̅  
10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  
4̅ 
16̅̅̅̅  20̅̅̅̅  





Tabel 3.14 Tabel Derajat Titik dari ℑℤ22 
𝑣 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  
deg(𝑣) 11 2 11 2 11 2 11 2 11 1 10 1 11 2 11 2 11 2 11 2 11 
Dapat disimpulkan bahwa pada ℑℤ22, titik ?̅? mempunyai derajat 𝑝 − 1 yaitu  
deg(11̅̅̅̅ ) = 10, titik 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dan titik 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ mempunyai derajat 1 yaitu  




derajat 𝑝 yaitu deg(1̅) = deg(3̅) = deg(5̅) = deg(7̅) = deg(9̅) = deg(13̅̅̅̅ ) =
deg(15̅̅̅̅ ) = deg(17̅̅̅̅ ) = deg(19̅̅̅̅ ) = deg(21̅̅̅̅ ) = 11 dan titik 2𝑎̅̅̅̅  untuk 𝑎 ∈






} mempunyai derajat 2 yaitu deg(2̅) = deg(4̅) =
deg(6̅) = deg(8̅) = deg(14̅̅̅̅ ) = deg(16̅̅̅̅ ) = deg(18̅̅̅̅ ) = deg(20̅̅̅̅ ) = 2. 
Berdasarkan Gambar 3.8, dapat diketahui juga jarak dan eksentrisitas titik 












Tabel 3.15 Tabel Jarak Titik dari ℑℤ22 
𝑑(𝑢, 𝑣) 
𝑣 
1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  
𝑢 
1̅ 0 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 
2̅ 2 0 2 3 2 1 2 2 2 3 3 3 2 3 2 3 1 3 2 3 2 
3̅ 1 2 0 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 
4̅ 2 3 1 0 2 3 2 3 2 3 2 3 2 1 2 3 2 3 2 3 2 
5̅ 1 2 1 2 0 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 
6̅ 2 1 2 3 2 0 2 3 2 3 2 3 1 3 2 3 2 3 2 3 2 
7̅ 1 2 1 2 1 2 0 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 
8̅ 2 2 2 3 2 3 1 0 2 3 2 3 2 3 2 3 2 1 2 3 2 
9̅ 1 2 1 2 1 2 1 2 0 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 
10̅̅̅̅  2 3 2 3 2 3 2 3 2 0 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 1 
11̅̅̅̅  3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 0 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 
12̅̅̅̅  1 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 0 2 3 2 3 2 3 2 3 2 
13̅̅̅̅  1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 0 2 1 2 1 2 1 2 1 
14̅̅̅̅  2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 0 1 3 2 3 2 3 2 
15̅̅̅̅  1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 0 2 1 2 1 2 1 
16̅̅̅̅  2 3 2 3 2 3 2 3 1 3 2 3 2 3 2 0 2 3 2 1 2 
17̅̅̅̅  1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 0 2 1 2 1 
18̅̅̅̅  2 3 2 3 2 3 2 1 2 3 2 3 2 3 2 3 2 0 1 3 2 
19̅̅̅̅  1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 0 2 1 
20̅̅̅̅  2 3 2 3 1 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 1 2 3 2 0 2 







Tabel 3.16 Tabel Eksentrisitas Titik dari ℑℤ22 
𝑣 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  
𝑒(𝑣) 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 
Dapat disimpulkan bahwa pada ℑℤ22 , titik 2𝑘 − 1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ untuk 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} 
mempunyai eksentrisitas 2 yaitu 𝑒(1̅) = 𝑒(3̅) = 𝑒(5̅) = 𝑒(7̅) = 𝑒(9̅) = 𝑒(11̅̅̅̅ ) =
𝑒(13̅̅̅̅ ) = 𝑒(15̅̅̅̅ ) = (17̅̅̅̅ ) = 𝑒(19̅̅̅̅ ) = 𝑒(21̅̅̅̅ ) = 2 dan titik 2𝑎̅̅̅̅  untuk 𝑎 ∈
{1, 2, … , 𝑝 − 1} mempunyai eksentrisitas 3 yaitu 𝑒(2̅) = 𝑒(4̅) = 𝑒(6̅) = 𝑒(8̅) =
𝑒(10̅̅̅̅ ) = 𝑒(12̅̅̅̅ ) = 𝑒(14̅̅̅̅ ) = 𝑒(16̅̅̅̅ ) = 𝑒(18̅̅̅̅ ) = 𝑒(20̅̅̅̅ ) = 3. 
Setelah diketahui derajat dan eksentrisitas dari masing-masing titik di ℑℤ22, 
dapat dihitung indeks konektivitas eksentrik Ediz pada ℑℤ22 sebagai berikut. 
𝜉𝑎𝑑(ℑℤ22) =








































































deg(1̅)+deg(3̅)+deg(5̅)+deg(7̅)+deg(9̅)+deg(10̅̅̅̅ )+deg(11̅̅̅̅ )+deg(13̅̅̅̅ )+deg(15̅̅̅̅ )+deg(17̅̅̅̅ )+deg(19̅̅̅̅ )
𝑒(21̅̅̅̅ )




















































































































⁡+ ⁡55  
= ⁡651  
Jadi, indeks konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson ℤ22 adalah 651. 
 
Berdasarkan perhitungan dan pengamatan indeks konektivitas eksentrik 
Ediz pada graf Jacobson dari ring ℤ4, ℤ6, ℤ10, ℤ14 dan ℤ22 dapat dibentuk tabel 









Tabel 3.17 Tabel Gambar ℑℤ2𝑝   
𝑝 𝐺 Gambar Graf ℑℤ2𝑝  















































21̅̅̅̅  1̅ 
3̅ 
9̅ 5̅ 
19̅̅̅̅  7̅ 
17̅̅̅̅  13̅̅̅̅  
10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  
4̅ 
16̅̅̅̅  20̅̅̅̅  




13̅̅̅̅  1̅ 
5̅ 3̅ 
11̅̅̅̅  9̅ 
6̅ 8̅ 




Lanjutan Tabel 3.17 Tabel Gambar ℑℤ2𝑝  
𝑝 𝐺 Gambar Graf ℑℤ2𝑝  
⋮ ⋮ ⋮ 












Selain itu, berdasarkan perhitungan indeks konektivitas eksentrik Ediz pada 
graf Jacobson dari ring ℤ4, ℤ6, ℤ10, ℤ14 dan ℤ22 dapat dibuat tabel untuk 
memudahkan dalam mencari pola, dengan mengelompokkan titik-titik yang 









2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 1̅ 
2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
2𝑘̅̅̅̅  2𝑘̅̅̅̅  




Tabel 3.18 Perhitungan Indeks Konektivitas Eksentrik Ediz pada ℑℤ2𝑝  
𝑝 𝐺 𝜉𝑎𝑑 (ℑℤ2𝑝) 
3 ℑℤ6 
11 = (2 ×
(1 × 1) + (1 × 2) + (1 × 3)
2









59 = (2 ×










































651 = (2 ×



























Lanjutan Tabel 3.18 Perhitungan Indeks Konektivitas Eksentrik Ediz pada ℑℤ2𝑝  
𝑝 𝐺 𝜉𝑎𝑑 (ℑℤ2𝑝) 




(1 × 1) + (1 × (𝑝 − 1)) + ((𝑝 − 2) × 𝑝)
2
) 
+((𝑝 − 3) ×
(1 × 2) + (1 × 𝑝)
3
) 
+((𝑝 − 3) ×






) + (1 ×




1 + 𝑝 − 1 + 𝑝2 − 2𝑝
2




+((𝑝 − 3) ×
2 + 𝑝 − 1 + 𝑝2 − 2𝑝
2















+((𝑝 − 3) ×
𝑝2 − 𝑝 + 1
2
) + (2 ×
𝑝
3

























𝑝2 − 𝑝 − 6
3
) + (




























𝑝3 − 𝑝2 + 𝑝 − 3
2
+
𝑝2 + 𝑝 − 6
3
 
Sehingga dari pengamatan tersebut diperoleh dugaan rumus umum indeks 
konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson dari ring ℤ𝟐𝒑 di mana 𝑝 ≥ 3 dan 𝑝 








𝑝3 − 𝑝2 + 𝑝 − 3
2
+




3.2 Indeks Konektivitas Eksentrik Ediz pada Graf Jacobson dari Ring ℤ𝟐𝒑, 
𝒑 ≥ 𝟑, 𝒑 prima 
Pada subbab ini akan dibuktikan dugaan rumus umum indeks konektivitas 
eksentrik Ediz pada graf Jacobson dari ring ℤ𝟐𝒑 di mana 𝑝 ≥ 3 dan 𝑝 bilangan 
prima  berdasarkan perhitungan yang telah dilakukan pada subbab sebelumnya. 
Dugaan tersebut akan dibuktikan dan menjadi teorema. 
 
Lemma 3.1  
Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3, maka ℤ2𝑝 memiliki tepat dua ideal sejati tak nol 
berbeda, yaitu 〈2̅〉 dan 〈?̅?〉, khususnya 〈2̅〉 dan 〈?̅?〉 masing-masing adalah ideal 
maksimal di ℤ2𝑝. 
Bukti: 
• Misalkan ?̅? ∈ ℤ2𝑝, ?̅? = 2𝑘̅̅̅̅ , 𝑘 = 1, 2, … , 𝑝 − 1. 
Akan ditunjukkan bahwa 〈?̅?〉 = 〈2̅〉. 
Karena ?̅? = 2𝑘̅̅̅̅ = 2̅ ∙ ?̅? maka ?̅? ∈ 〈2̅〉. 
Akibatnya 〈?̅?〉 ⊆ 〈2̅〉. 
Sebaliknya, akan ditunjukkan bahwa 〈2̅〉 ⊆ 〈?̅?〉. 
Klaim 2̅ ∈ 〈?̅?〉. 
Kemudian akan dicari ?̅? ∈ ℤ2𝑝 sehingga 2̅ = ?̅? ∙ ?̅?. 
Perhatikan bahwa, 
𝑥𝑎 ≡ 2(mod2𝑝) 
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⇔ (2𝑘)𝑎 ≡ 2(mod2𝑝) 
memiliki solusi karena FPB(2𝑘, 2𝑝) = 2, dan 2|2. 
Artinya terdapat ?̅? ∈ ℤ2𝑝 sehingga 2̅ = ?̅? ∙ ?̅?. 
Jadi 2̅ ∈ 〈?̅?〉. 
Sehingga 〈2̅〉 ⊆ 〈?̅?〉. 
Dengan demikian, karena  〈?̅?〉 ⊆ 〈2̅〉 dan 〈2̅〉 ⊆ 〈?̅?〉 maka 〈?̅?〉 = 〈2̅〉. 




Akan ditunjukkan bahwa 〈?̅?〉 = ℤ2𝑝. 
Perhatikan bahwa karena 𝑥 ≠ 𝑝 maka FPB(𝑥, 2𝑝) = 1. 
Oleh karena itu, ?̅? adalah unit di ℤ2𝑝. 
Akibatnya 〈?̅?〉 = ℤ2𝑝. 
• Untuk ?̅? = 0̅. 
Karena ?̅? = 0̅ maka jelas bahwa 〈?̅?〉 = 〈0̅〉. 
• Untuk ?̅? = ?̅?. 
Klaim bahwa 〈?̅?〉 ⊈ 〈2̅〉, 〈2̅〉 ⊈ 〈?̅?〉 dan 〈?̅?〉 ≠ ℤ2𝑝. 
Karena 𝑝 prima, 𝑝 ≠ 2 maka 2 ∤ 𝑝, oleh karena itu 〈?̅?〉 ∉ 〈2̅〉. 
Persamaan 2𝑎 ≡ 𝑝(mod2𝑝) tidak memiliki solusi karena FPB(2, 2𝑝) = 2, dan 
2 ∤ 𝑝, artinya 2̅ ∉ 〈?̅?〉, akibatnya 〈2̅〉 ⊈ 〈?̅?〉. 
Kemudian akan ditunjukkan bahwa 〈?̅?〉 ≠ ℤ2𝑝. 
Klaim 1̅ ∉ 〈?̅?〉. 
Persamaan 𝑝𝑎 ≡ 1(mod2𝑝) tidak memiliki solusi karena FPB(𝑝, 2𝑝) = 𝑝, dan 
𝑝 ∤ 1, artinya 1̅ ∉ 〈?̅?〉. 
Jadi 〈?̅?〉 ≠ ℤ2𝑝. 
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Dengan demikian itu 〈?̅?〉 adalah ideal sejati dari ℤ2𝑝 yang tidak termuat dan 
memuat 〈2̅〉. 
Jadi 〈2̅〉 dan 〈?̅?〉 masing-masing adalah ideal maksimal di ℤ2𝑝. 
 
Lemma 3.2 
Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3, maka 𝐽(ℤ2𝑝) = {0̅}. 
Bukti: 
Ambil ?̅? ∈ 〈2̅〉 ∩ 〈?̅?〉 = ⁡𝐽(ℤ2𝑝). 
Akan dibuktikan bahwa ?̅? = 0̅. 
Karena 〈?̅?〉 = {0̅, ?̅?} maka ?̅? = 0 atau ?̅? = ?̅?. 
Perhatikan bahwa ?̅? ∉ 〈2̅〉 karena 2𝑎 ≡ 𝑝(mod2𝑝) tidak memiliki solusi. 
Jadi haruslah ?̅? ∈ 〈2̅〉 ∩ 〈?̅?〉 jika dan hanya jika ?̅? = 0̅. 
Dengan demikian 𝐽(ℤ2𝑝) = {0̅}. 
 
Lemma 3.3 
Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3, maka 𝑉 (ℑℤ2𝑝) = ℤ2𝑝\{0}. 
Bukti: 
Telah diketahui bahwa 𝑉 (ℑℤ2𝑝) = ℤ2𝑝\𝐽(ℤ2𝑝), berdasarkan Lemma 3.2 jelas 
bahwa 𝑉 (ℑℤ2𝑝) = ℤ2𝑝\{0}. 
 
Lemma 3.4 
Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Pada graf ℑℤ2𝑝, untuk 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} berlaku 
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deg(2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = {








Misalkan ?̅?, ?̅? ∈ ℤ2𝑝\{0}. 
Pada graf ℑℤ2𝑝, ?̅? dan ?̅? terhubung langsung jika dan hanya jika 
1̅ − ?̅??̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝) ⟺ 1̅ − ?̅??̅? = ?̅?,⁡untuk suatu⁡?̅? ∈ ℤ2𝑝\𝑈(ℤ2𝑝) 
⟺−?̅??̅? = ?̅? − 1̅,⁡untuk suatu⁡?̅? ∈ ℤ2𝑝\𝑈(ℤ2𝑝) 
⟺−𝑥𝑦 ≡ 𝑎 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝),⁡untuk suatu⁡?̅? ∈ ℤ2𝑝\𝑈(ℤ2𝑝) 
• Jika 𝑘 =
𝑝+1
2
 maka 2𝑘 − 1 = 𝑝. 
−𝑝𝑦 ≡ 𝑎 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝) memliki solusi jika dan hanya jika FPB(−𝑝, 2𝑝) =
𝑝|𝑎 − 1, untuk 0 ≤ 𝑎 < 2𝑝, 
𝑎 − 1 = 0⁡atau⁡𝑎 − 1 = 𝑝 
𝑎 = 1⁡atau⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑎 = 𝑝 + 1 
Perhatikan bahwa untuk 𝑎 = 1, ?̅? ⁡ ∈ 𝑈(ℤ2𝑝) dan untuk 𝑎 = 𝑝 + 1, ?̅? ⁡ ∉
𝑈(ℤ2𝑝). 
Jadi 1̅ − ?̅??̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝) hanya dipenuhi oleh 1̅ − ?̅??̅? = 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan sebanyak 
𝑝 solusi ?̅? yang memenuhi. 
Perhatikan bahwa untuk ?̅? = ?̅? berlaku 1̅ − ?̅??̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝) karena FPB(1 −
𝑝2, 2𝑝) = 2 ≠ 1. 
Dengan demikian terdapat 𝑝 − 1 solusi ?̅? ≠ ?̅? yang memenuhi 1̅ − ?̅??̅? ∉
𝑈(ℤ2𝑝). 






• Jika 𝑘 ≠
𝑝+1
2
 maka 2𝑘 − 1 ≠ 𝑝. 
−(2𝑘 − 1)𝑦 ≡ 𝑎 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝) memliki solusi jika dan hanya jika 
FPB(−(2𝑘 − 1), 2𝑝) = 1|𝑎 − 1 
Artinya untuk semua 𝑎 = 𝑝 dan 𝑎 = 2𝑡, 𝑡 = 0, 1, … , 𝑝 − 1, 
−(2𝑘 − 1)𝑦 ≡ 𝑎 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝) 
memiliki tepat satu solusi yaitu ?̅? = −(2𝑘 − 1)−1(𝑎 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  yang nilainya 
berbeda untuk setiap 𝑎 yang berbeda. 
Perhatikan bahwa ?̅? = 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ merupakan salah satu solusinya karena 
FPB(1 − (2𝑘 − 1)(2𝑘 − 1), 2𝑝) = FPB(1 − (4𝑘2 − 4𝑘 + 1), 2𝑝) ≠ 1. 
Dengan demikian terdapat 𝑝 solusi ?̅? yang memenuhi keterhubungan langsung 
dengan  2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 






Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Pada graf ℑℤ2𝑝, titik 2𝑘 − 1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ terhubung langsung 
dengan titik 2𝑡 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , untuk semua 𝑘, 𝑡 ∈ {1, 2, … , 𝑝} dan 𝑘 ≠ 𝑡. 
Bukti: 
Misalkan 𝑘, 𝑡 ∈ {1, 2, … , 𝑝} dan 𝑘 ≠ 𝑡, maka 
1̅ − (2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(2𝑡 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 1̅ − (4𝑘𝑡 − 2𝑘 − 2𝑡 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
= 1̅ − (2(2𝑘𝑡 − 𝑘 − 𝑡) + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
= 2(𝑘 + 𝑡 − 2𝑘𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
Perhatikan FPB(2(𝑘 + 𝑡 − 2𝑘𝑡), 2𝑝) ≠ 1. 
Oleh karena itu 2(𝑘 + 𝑡 − 2𝑘𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∉ 𝑈(ℤ2𝑝). 
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Jadi 1̅ − (2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(2𝑡 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∉ 𝑈(ℤ2𝑝). 
Dengan demikian (2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) terhubung langsung dengan (2𝑡 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ), untuk semua 
𝑘, 𝑡 ∈ {1, 2, … , 𝑝} dan 𝑘 ≠ 𝑡. 
 
Lemma 3.6 
Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Pada graf ℑℤ2𝑝, untuk setiap 𝑘 ∈
{1, 2, … , 𝑝}\ {
𝑝+1
2
} terdapat secara tunggal 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} sehingga 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
terhubung langsung dengan 2𝑎̅̅̅̅ . 
Bukti: 
Berdasarkan Lemma 3.4 deg(2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝑝, dan berdasarkan Lemma 3.5 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
terhubung langsung dengan 2𝑡 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  untuk setiap 𝑡 = 1, 2, … , 𝑝 dan 𝑘 ≠ 𝑡. Oleh 
karena itu terdapat tepat satu ?̅? ∈ 𝑉 (ℑℤ2𝑝), ?̅? = 2𝑎
̅̅̅̅  dengan 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} 






Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Pada graf ℑℤ2𝑝, untuk 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} 
berlaku 
deg(2𝑎̅̅̅̅ ) = {
















Misalkan ?̅?, ?̅? ∈ ℤ2𝑝\{0̅}. 
Pada graf ℑℤ2𝑝, ?̅? dan ?̅? yang berbeda terhubung langsung jika dan hanya jika 
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1̅ − ?̅??̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝) ⟺ 1̅ − ?̅??̅? = ?̅?,⁡untuk suatu⁡?̅? ∈ ℤ2𝑝\𝑈(ℤ2𝑝) 
⟺−?̅??̅? = ?̅? − 1̅,⁡untuk suatu⁡?̅? ∈ ℤ2𝑝\𝑈(ℤ2𝑝) 
⟺−𝑥𝑦 ≡ 𝑏 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝),⁡untuk suatu⁡?̅? ∈ ℤ2𝑝\𝑈(ℤ2𝑝) 
• Jika 𝑎 =
𝑝−1
2
 maka 2𝑎 = 𝑝 − 1. 
−(𝑝 − 1)𝑦 ≡ 𝑏 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝) memliki solusi jika dan hanya jika FPB(−(𝑝 −
1), 2𝑝) = 2|𝑏 − 1, yang mana hanya dipenuhi oleh 𝑏 = 𝑝. 
Untuk 𝑏 = 𝑝, 
−(𝑝 − 1)𝑦 ≡ 𝑏 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝) 
memiliki dua solusi. 
Jadi 1̅ − 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅?̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝) hanya dipenuhi oleh 1̅ − 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅?̅? = ?̅? dengan 
sebanyak dua solusi ?̅? yang memenuhi. 
Perhatikan bahwa untuk ?̅? = 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ berlaku 1̅ − 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅?̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝) karena 
FPB(1 − (𝑝2 − 2𝑝 + 1), 2𝑝) = FPB(−𝑝2 + 2𝑝, 2𝑝) = 𝑝 ≠ 1. 
Dengan demikian hanya terdapat satu solusi ?̅? ≠ 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ yang memenuhi 1̅ −
?̅??̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝). 




• Jika 𝑎 =
𝑝+1
2
 maka 2𝑎 = 𝑝 + 1. 
−(𝑝 + 1)𝑦 ≡ 𝑏 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝) memliki solusi jika dan hanya jika FPB(−(𝑝 +
1), 2𝑝) = 2|𝑏 − 1, yang hanya dipenuhi oleh 𝑏 = 𝑝. 
Untuk 𝑏 = 𝑝, 
−(𝑝 + 1)𝑦 ≡ 𝑏 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝) 
memiliki dua solusi. 
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Jadi 1̅ − 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅?̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝) hanya dipenuhi oleh 1̅ − 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅?̅? = ?̅? dengan 
sebanyak dua solusi ?̅? yang memenuhi. 
Perhatikan bahwa untuk ?̅? = 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ berlaku 1̅ − 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅?̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝) karena 
FPB(1 − (𝑝2 + 2𝑝 + 1), 2𝑝) = FPB(−𝑝2 − 2𝑝, 2𝑝) = 𝑝 ≠ 1. 
Dengan demikian hanya terdapat satu solusi ?̅? ≠ 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ yang memenuhi 1̅ −
?̅??̅? ∉ 𝑈(ℤ2𝑝). 




• Jika 𝑎 ≠
𝑝−1
2
 dan 𝑎 ≠
𝑝+1
2
 maka 2𝑎 ≠ 𝑝 − 1 dan 2𝑎 ≠ 𝑝 + 1 
−(2𝑎)𝑦 ≡ 𝑏 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝) memliki solusi jika dan hanya jika 
FPB(−(2𝑎), 2𝑝) = 2|𝑏 − 1 
Artinya untuk semua 𝑏 = 𝑝, 
−(2𝑎)𝑦 ≡ 𝑏 − 1⁡(𝑚𝑜𝑑⁡2𝑝) 
memiliki tepat dua solusi yaitu ?̅? = −(2𝑎)−1(𝑝 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
Perhatikan bahwa ?̅? = 2𝑎̅̅̅̅  merupakan salah satu solusinya karena FPB(1 −
(2𝑎)(2𝑎), 2𝑝) = FPB(1 − 4𝑎2, 2𝑝) ≠ 1. 
Perhatikan bahwa ?̅? = 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ merupakan salah satu solusinya karena 
FPB(1 − (2𝑎)(2𝑘 − 1), 2𝑝) = FPB(1 − (4𝑎𝑘 − 2𝑎), 2𝑝) ≠ 1. 
Dengan demikian terdapat dua solusi ?̅? = 2𝑎̅̅̅̅  dan ?̅? = 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ yang memenuhi 
keterhubungan langsung dengan  2𝑎̅̅̅̅ . 
Oleh karena itu deg(2𝑎̅̅̅̅ ) = 2, untuk 𝑎 ≠
𝑝−1
2










Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Pada graf ℑℤ2𝑝, untuk setiap 𝑎 ∈






} terdapat secara tunggal 𝑐 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} sehingga 
2𝑎̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 2𝑐̅̅ ̅ dan 𝑎 ≠ 𝑐. 
Bukti: 
Berdasarkan Lemma 3.7 deg(2𝑎̅̅̅̅ ) = 2, dan berdasarkan Lemma 3.6 untuk setiap 
𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝}\ {
𝑝+1
2
} terdapat secara tunggal 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} sehingga 
2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ terhubung langsung dengan 2𝑎̅̅̅̅ . Oleh karena itu terdapat tepat satu ?̅? ∈
𝑉 (ℑℤ2𝑝), ?̅? = 2𝑐
̅̅ ̅ dengan 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} dan 𝑎 ≠ 𝑐. 
 
Lemma 3.9 
Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Pada graf ℑℤ2𝑝, titik 𝑝 − 1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ hanya terhubung 
langsung dengan titik 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dan titik 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ hanya terhubung langsung dengan titik 
1̅. 
Bukti: 






}, artinya titik 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dan titik 
𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ masing-masing hanya terhubung langsung dengan satu titik, yaitu 
• Untuk titik⁡𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅⁡terhubung langsung dengan titik⁡2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1̅ − (𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 1̅ − (2𝑝2 − 𝑝 − 2𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
= 1̅ − (2𝑝2 − 3𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
= −2𝑝2 + 3𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
Perhatikan FPB(−2𝑝2 + 3𝑝, 2𝑝) = 𝑝. 
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Oleh karena itu −2𝑝2 + 3𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∉ 𝑈(ℤ2𝑝). 
Jadi 1̅ − (𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∉ 𝑈(ℤ2𝑝). 
Dengan demikian (𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) terhubung langsung dengan (2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 
• Untuk titik⁡𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅⁡terhubung langsung dengan titik⁡1̅ 
1̅ − (𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(1̅) = 1̅ − (𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
= −𝑝̅̅ ̅̅  
Perhatikan FPB(−𝑝, 2𝑝) = 𝑝. 
Oleh karena itu −𝑝̅̅ ̅̅ ∉ 𝑈(ℤ2𝑝). 
Jadi 1̅ − (𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(1̅) ∉ 𝑈(ℤ2𝑝). 
Dengan demikian (𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) terhubung langsung dengan (1̅). 
 
Sekarang akan ditentukan titik-titik yang terhubung langsung, untuk 
mempermudah pengerjaan, titik-titik pada ℑℤ2𝑝 dibagi menjadi tujuh himpunan dan 
dimisalkan sebagai berikut. 
𝑉1 = {𝑝}  
𝑉2 = {𝑝 − 1}  
𝑉3 = {𝑝 + 1}  
𝑉4 = {1}  
𝑉5 = {2𝑝 − 1}  







𝑉7 = {2𝑘 − 1|𝑘 = 1,2, … , 𝑝⁡dan⁡𝑘 ≠ 1,
𝑝+1
2
, 𝑝}  
dimana |𝑉1| = 1, |𝑉2| = 1, |𝑉3| = 1, |𝑉4| = 1, |𝑉5| = 1, |𝑉6| = 𝑝 − 3⁡dan⁡|𝑉7| =




Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Persekitaran suatu titik pada ℑℤ2𝑝 yaitu, 
• 𝑁(𝑉1) = {𝑉4, 𝑉5, 𝑉7}. 
• 𝑁(𝑉2) = {𝑉5}. 
• 𝑁(𝑉3) = {𝑉4}. 
• 𝑁(𝑉4) = {𝑉1, 𝑉3, 𝑉5, 𝑉7}. 
• 𝑁(𝑉5) = {𝑉1, 𝑉2, 𝑉4, 𝑉7}. 
• 𝑁(𝑉6) = {𝑉6, 𝑉7}, di mana 𝑉6 terhubung langsung dengan tepat satu titik 
berbeda di 𝑉6 dan tepat satu titik di 𝑉7. 
• 𝑁(𝑉7) = {𝑉1, 𝑉4, 𝑉5, 𝑉6, 𝑉7}, di mana 𝑉6 terhubung langsung dengan tepat satu 
titik di 𝑉6 dan terhubung langsung ke setiap titik di 𝑉7 kecuali dirinya sendiri. 
Bukti: 
• 𝑁(𝑉1) = ⁡𝑁(?̅?) 
Berdasarkan Lemma 3.5 ?̅? terhubung langsung dengan 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ untuk semua 𝑘 ∈
{1, 2, … , 𝑝} dan 𝑘 ≠
𝑝+1
2
. Sehingga 𝑁(?̅?) = {2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, untuk setiap 𝑘 ∈
{1, 2, … , 𝑝}\ {
𝑝+1
2
} atau dapat ditulis 𝑁(𝑉1) = {𝑉4, 𝑉5, 𝑉7}. 
• 𝑁(𝑉2) = 𝑁(𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
Berdasarkan Lemma 3.8 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ hanya terhubung langsung dengan 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
Sehingga 𝑁(𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = {2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} atau dapat ditulis 𝑁(𝑉2) = {𝑉5}. 
• 𝑁(𝑉3) = 𝑁(𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
Berdasarkan Lemma 3.8 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ hanya terhubung langsung dengan 1̅. Sehingga 
𝑁(𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = {⁡1̅} atau dapat ditulis 𝑁(𝑉3) = {𝑉4}. 
• 𝑁(𝑉4) = 𝑁(1̅) 
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Berdasarkan Lemma 3.5 1̅ terhubung langsung dengan 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ untuk semua 𝑘 ∈
{1, 2, … , 𝑝} dan 𝑘 ≠ 1. Kemudian berdasarkan Lemma 3.6 1̅ terhubung 
langsung dengan tepat satu 2𝑎̅̅̅̅  dengan 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} dan berdasarkan 
Lemma 3.8 titik itu adalah 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Sehingga 𝑁(1̅) = {2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, untuk 
setiap 𝑘 ∈ {2,… , 𝑝} atau dapat ditulis 𝑁(𝑉4) = {𝑉1, 𝑉3, 𝑉5, 𝑉7}. 
• 𝑁(𝑉5) = 𝑁(2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
Berdasarkan Lemma 3.5 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ terhubung langsung dengan 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ untuk 
semua 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1}. Kemudian berdasarkan Lemma 3.6 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
terhubung langsung dengan tepat satu 2𝑎̅̅̅̅  dengan 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} dan 
berdasarkan Lemma 3.8 titik itu adalah 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Sehingga 𝑁(2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =
{2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, untuk setiap 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} atau dapat ditulis 𝑁(𝑉5) =
{𝑉1, 𝑉2, 𝑉4, 𝑉7}. 











langsung dengan tepat satu 2𝑎̅̅̅̅  dengan 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} dan berdasarkan 
Lemma 3.8 2𝑎̅̅̅̅  terhubung langsung dengan tepat satu 2𝑐̅̅ ̅ dengan 𝑎 ∈
{1, 2, … , 𝑝 − 1} dan 𝑎 ≠ 𝑐. Sehingga 𝑁(2𝑎̅̅̅̅ ) = {2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 2𝑐̅̅ ̅}, untuk tepat satu 
𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝}\ {
𝑝+1
2
} dan tepat satu 𝑎, 𝑐 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} dan 𝑎 ≠ 𝑐 atau 
dapat ditulis 𝑁(𝑉6) = {𝑉6, 𝑉7}, di mana 𝑉6 terhubung langsung dengan tepat 
satu titik berbeda di 𝑉6 dan tepat satu titik di 𝑉7. 




Berdasarkan Lemma 3.5 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ terhubung langsung dengan titik 2𝑡 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , untuk 
semua 𝑘, 𝑡 ∈ {1, 2, … , 𝑝} dan 𝑘 ≠ 𝑡 dan berdasarkan Lemma 3.6 2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 
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𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝}\ {
𝑝+1
2
} terhubung langsung dengan tepat satu 2𝑎̅̅̅̅  dengan 𝑎 ∈
{1, 2, … , 𝑝 − 1}. Sehingga 𝑁(2𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = {2𝑡 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑎̅̅̅̅ }, untuk setiap 𝑘 ∈
{1, 2, … , 𝑝}\ {
𝑝+1
2
} dan tepat satu 𝑎 ∈ {1, 2, … , 𝑝 − 1} dan 𝑎 ≠ 𝑐 atau sapat 
ditulis 𝑁(𝑉7) = {𝑉1, 𝑉4, 𝑉5, 𝑉6, 𝑉7}, di mana 𝑉6 terhubung langsung dengan tepat 




Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Pada graf ℑℤ2𝑝, untuk 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} dan 𝑎 ∈
{1, 2, … , 𝑝 − 1}, jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung dengan suatu 
titik pada ℑℤ2𝑝 yaitu, 
S(2𝑘 − 1) = {

























• 𝑆(𝑉1) = 𝑆(?̅?) 
Berdasarkan Lemma 3.10, jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung 
dengan anggota 𝑉1 adalah |𝑉4| deg(𝑉4) + |𝑉5| deg(𝑉5) + |𝑉7| deg(𝑉7) =
(1)(𝑝) + (1)(𝑝) + (𝑝 − 3)(𝑝) = 𝑝 + 𝑝 + 𝑝2 − 3𝑝 = 𝑝2 − 𝑝. 
• 𝑆(𝑉2) = 𝑆(𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
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Berdasarkan Lemma 3.10, jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung 
dengan anggota 𝑉2 adalah |𝑉5| deg(𝑉5) = (1)(𝑝) = 𝑝. 
• 𝑆(𝑉3) = 𝑆(𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
Berdasarkan Lemma 3.10, jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung 
dengan anggota 𝑉3 adalah |𝑉4| deg(𝑉4) = (1)(𝑝) = 𝑝. 
• 𝑆(𝑉4) = 𝑆(1̅) 
Berdasarkan Lemma 3.10, jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung 
dengan anggota 𝑉4 adalah |𝑉1| deg(𝑉1) + |𝑉3| deg(𝑉3) + |𝑉5| deg(𝑉5) +
|𝑉7| deg(𝑉7) = (1)(𝑝 − 1) + (1)(1) + (1)(𝑝) + (𝑝 − 3)(𝑝) 
= 𝑝 − 1 + 1 + 𝑝 + 𝑝2 − 3𝑝 = 𝑝2 − 𝑝. 
• 𝑆(𝑉5) = 𝑆(2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
Berdasarkan Lemma 3.10, jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung 
dengan anggota 𝑉5 adalah |𝑉1| deg(𝑉1) + |𝑉2| deg(𝑉2) + |𝑉4| deg(𝑉4) +
|𝑉7| deg(𝑉7) = (1)(𝑝 − 1) + (1)(1) + (1)(𝑝) + (𝑝 − 3)(𝑝) = ⁡𝑝 − 1 + 1 + 
𝑝 + 𝑝2 − 3𝑝 = 𝑝2 − 𝑝. 







Berdasarkan Lemma 3.10, jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung 
dengan anggota 𝑉6 adalah (1) deg(𝑉6) + (1) deg(𝑉7) = (1)(2) + (1)(𝑝) =
𝑝 + 2. 




Berdasarkan Lemma 3.10, jumlah derajat semua titik yang terhubung langsung 
dengan anggota 𝑉7 adalah |𝑉1| deg(𝑉1) ⁡+ ⁡ |𝑉4| deg(𝑉4) ⁡+ ⁡ |𝑉5| deg(𝑉5) ⁡+
⁡(1) deg(𝑉6) +⁡(|𝑉7| − 1) deg(𝑉7) ⁡= ⁡ (1)(𝑝 − 1) + (1)(𝑝) 
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+(1)(𝑝) + (1)(2) + (𝑝 − 3 − 1)(𝑝) = 𝑝 − 1 + 𝑝 + 𝑝 + 2 + 𝑝2 − 4𝑝 =
𝑝2 − 𝑝 + 1. 
 
Lemma 3.12 
Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Pada graf ℑℤ2𝑝, untuk 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} dan 𝑎 ∈
{1, 2, … , 𝑝 − 1}, eksentrisitas pada ℑℤ2𝑝 yaitu, 
e(𝑣) = {




Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (ℑℤ2𝑝) 
• 𝑒(𝑉1) = 𝑒(?̅?) 
Misalkan 𝑥 ∈ 𝑉1,⁡berdasarkan Lemma 3.10 maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 jika 𝑦 ∈
𝑉4⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉5⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉7 dan 𝑑(𝑥, 𝑦) = 2 jika 𝑦 ∈ 𝑉2⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉3⁡atau⁡𝑦 ∈
𝑉6 maka 𝑒(𝑉1) = 2. 
• 𝑒(𝑉2) = 𝑒(𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
Misalkan 𝑥 ∈ 𝑉2, berdasarkan Lemma 3.10 maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 jika ⁡𝑦 ∈ 𝑉5, 
𝑑(𝑥, 𝑦) = 2 jika ⁡𝑦 ∈ 𝑉1⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉4⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉7 dan 𝑑(𝑥, 𝑦) = 3 jika ⁡𝑦 ∈
𝑉3⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉6 maka 𝑒(𝑉2) = 3. 
• 𝑒(𝑉3) = 𝑒(𝑝 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
Misalkan 𝑥 ∈ 𝑉3, berdasarkan Lemma 3.10 maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 jika ⁡𝑦 ∈ 𝑉4, 
𝑑(𝑥, 𝑦) = 2 jika ⁡𝑦 ∈ 𝑉1⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉5⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉7 dan 𝑑(𝑥, 𝑦) = 3 jika ⁡𝑦 ∈
𝑉2⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉6 maka 𝑒(𝑉3) = 3. 
• 𝑒(𝑉4) = 𝑒(1̅) 
Misalkan 𝑥 ∈ 𝑉4, berdasarkan Lemma 3.10 maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 jika 𝑦 ∈
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𝑉1⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉3⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉5⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉7 dan 𝑑(𝑥, 𝑦) = 2 jika ⁡𝑦 ∈ 𝑉2⁡atau⁡𝑦 ∈
𝑉6 maka 𝑒(𝑉4) = 2. 
• 𝑒(𝑉5) = 𝑒(2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
Misalkan 𝑥 ∈ 𝑉5, berdasarkan Lemma 3.10 maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 jika 𝑦 ∈
𝑉1⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉2⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉4⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉7 dan 𝑑(𝑥, 𝑦) = 2 jika ⁡𝑦 ∈ 𝑉3⁡atau⁡𝑦 ∈
𝑉6 maka 𝑒(𝑉5) = 2. 







Misalkan 𝑥 ∈ 𝑉6, berdasarkan Lemma 3.10 maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 jika 𝑦 ∈
𝑉6⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉7 dengan syarat 1 − 𝑥𝑦 = 𝑝, 𝑑(𝑥, 𝑦) = 2 jika 𝑦 ∈ 𝑉1⁡atau⁡𝑦 ∈
𝑉4⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉5⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉7, untuk 𝑦 ∈ 𝑉7 dengan syarat 1 − 𝑥𝑦 ≠ 𝑝 dan 
𝑑(𝑥, 𝑦) = 3 jika ⁡𝑦 ∈ 𝑉2⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉3⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉6, untuk 𝑦 ∈ 𝑉6 dengan syarat 
1 − 𝑥𝑦 ≠ 𝑝 maka 𝑒(𝑉6) = 3. 




Misalkan 𝑥 ∈ 𝑉7, berdasarkan Lemma 3.10 maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 jika 𝑦 ∈
𝑉1⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉4⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉5⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉6⁡⁡dengan⁡syarat⁡1 − 𝑥𝑦 = 𝑝⁡atau⁡𝑦 ∈
𝑉7 dan 𝑑(𝑥, 𝑦) = 2 jika 𝑦 ∈ 𝑉2⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉3⁡atau⁡𝑦 ∈ 𝑉6, untuk 𝑦 ∈ 𝑉6 dengan 
syarat 1 − 𝑥𝑦 ≠ 𝑝 maka 𝑒(𝑉7) = 2. 
 
Teorema 
Indeks konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat 
modulo 2𝑝 dengan 𝑝 ≥ 3 dan 𝑝 bilangan prima adalah 
𝜉𝑎𝑑 (ℑℤ2𝑝) =
𝑝3 − 𝑝2 + 𝑝 − 3
2
+







Misalkan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≥ 3. Pada graf ℑℤ2𝑝, untuk 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} dan 𝑎 ∈
{1, 2, … , 𝑝 − 1}, berdasarkan Lemma 3.11 dan Lemma 3.12 maka indeks 
konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝 
adalah 
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𝑝3 − 𝑝2 + 𝑝 − 3
2
⁡+⁡







3.3 Integrasi Hasil Penelitian dengan Kajian Keislaman 
Sebagaimana yang telah dijelaskan pada bab II tentang kajian teori graf 
dalam al-Qur’an, QS. at-Taubah ayat 105 dimana setiap manusia dianjurkan untuk 
menjadi hamba yang Nafi’un lighoirihi atau hamba yang bermanfaat bagi orang 
lain. Berdasarkan penjelasan ayat yang artinya 
“Dan katakanlah, “Bekerjalah kamu, maka Allah dan Rasul-Nya serta orang-orang 
mukmin akan melihat amal kamu itu, dan kamu akan dikembalikan kepada Yang Maha 
Mengetahui yang ghaib dan yang nyata, lalu diberitakan-Nya kepada kamu apa yang telah 
kamu kerjakan”.” 
Menurut Shihab (2002) dalam Tafsir Al-Misbah menafsirkan bahwa, “Dan 
katakanlah, Bekerjalah kamu” maksudnya, Allah memerintahkan manusia untuk 
bekerja semata-mata karena Allah dengan beragam amal shaleh dan bermanfaat, 
baik untuk diri sendiri maupun masyarakat umum. “Maka Allah akan melihat 
pekerjaanmu” maksudnya amal tadi akan dinilai dan diberi ganjaran oleh Allah. 
Selain itu, Rasul-Nya seta orang-orang mukmin juga akan melihat dan menilainya, 
kemudian mereka menyesuaikan perlakuannya sesuai dengan amal-amal tadi. “Dan 
kamu akan dikembalikan kepada (Allah) Yang Maha Mengetahui yang ghaib dan yang 
nyata” maksudnya manusia akan dikembalikan melalui kematian kepada Allah, lalu 
manusia akan diberitahu tentang sanksi dan ganjaran yang mereka dapat sesuai 
dengan apa yang telah diperbuat, baik yang nampak maupun yang disembunyikan 
dalam hati. 
Menurut Hamka (1994) dalam Tafsir al-Azhar juzu’ 11, hal. 37, QS. at-
Taubah ayat 105 tersebut dihubungkan dengan QS. al-Isra’ ayat 84, yang artinya: 
“Katakanlah: “Tiap-tiap orang beramal menurut bakatnya, tetapi Tuhan engkau lebih 
mengetahui siapakah yang lebih mendapat petunjuk dalam perjalanan”.” 
Sehingga, berdasarkan uraian tersebut dapat diketahui bahwa Allah memerintahkan 
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manusia untuk bekerja sesuai keahlian atau ilmu yang dimilikinya dengan tujuan 
untuk memberikan manfaat bagi dirinya dan orang lain. Sebagai umat muslim dan 
seorang matematikawan, maka selayaknya anjuran tersebut kita amalkan salah 
satunya dengan menghasilkan rumus baru agar dapat menyelesaikan suatu 
permasalahan matematika. Hal ini dimaksudkan untuk mempermudah pembaca 
dalam melakukan penelitian atau perhitungan berdasarkan teorema-teorema baru 







Berdasarkan uraian pada pembahasan, dapat diambil kesimpulan berupa 
teorema bahwa rumus umum indeks konektivitas eksentrik Ediz pada graf Jacobson 
dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝 di mana 𝑝 ≥ 3 dan 𝑝 bilangan prima adalah 
sebagai berikut: 
𝜉𝑎𝑑 (ℑℤ2𝑝) =
𝑝3 − 𝑝2 + 𝑝 − 3
2
+





Penelitian ini membahas masalah tentang indeks konektivitas eksentrik Ediz 
pada graf Jacobson dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝 di mana 𝑝 ≥ 3 dan 𝑝 
bilangan prima. Penelitian selanjutnya diharapkan membahas masalah tentang 
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